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内 容 提 要 


本 书 是 U.M. 亚 格 龙 所 著 “ 几 和 何 变换 ”一 书 船 第 二 册 . 主要 讨论 几何 中 的 相 
似 变换 . 内 容 大 致 可 分 为 两 部 分 : 在 前 一 部 分 中 , 作者 首先 讨论 中 心 相似 、 螺旋 相 
以 和 膨胀 上 反射 等 变换 , 并 仔细 分 析 了 它们 的 特征 性 质 . 在 此 基础 上 , 给 出 了 相似 
变换 的 完全 分 类 ;后 一 部 分 着 恒 介绍 保 距 变换 和 相似 变 覆 的 许多 有 趣 的 应 用 . 

本 书 内 容 丰 富 . 重点 突出 , 讲述 富 于 启发 性 . 在 每 个 新 概念 引进 或 在 主要 定 
理 的 证 明之 后 ,都 配 有 -- 定 数量 的 习题 . 书 末 附 有 全 部 习题 的 详细 解答 . 

本 书 可 供 中 学 生 、 大 学 低 年 级 学 生 、 中 学 教师 以 及 广大 数学 爱好 者 参考 . 
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翻 详 说 明 


要 学 好 数学 ,必须 喜爱 数学 . 入 门 的 书 对 于 启发 读者 的 兴 
趣 和 爱好 关系 很 大 . 一 本 好 书 循循善诱 .引人入胜 ;相反 , 则 望 
而 生 晴 . 令 人 却步 . 

由 于 种 种 原因 ,数学 往往 被 置 上 -- 层 神 密 的 面纱 . 好 奇 的 
_ 中学生、 热心 的 中 学 老师 和 各 条 战线 上 广大 的 科教 工作 者 都 
渴望 了 解 : 究竟 什么 是 数学 ?” 它 有 哪些 主要 方面 ? 近代 数学 
研究 什么 问题 ? 有 哪些 重要 的 数学 思想 和 成 就 ? 

为 了 满足 这 些 要 求 ,我 们 组 织 选 举 了 这 套 “新 数学 丛书”， 
向 广大 读者 推荐 . 

和 一 般 的 通俗 数学 读物 不 同 ,“ 新 数学 丛书 ”的 选 题 既 不 
是 介绍 某 些 有 趣 的 数学 问题 ,也 不 是 传授 专门 的 解 题 技巧 ;而 
是 向 未 必 具 有 很 深 数学 修养 的 读者 系统 地 介绍 一 些 与 近代 数 
学 有 关 的 数学 分 支 中 的 专题 . 这 套 书 选 题 面 较 广 , 涉及 代数 、 
几何 、 分 析 、 拓 扑 、 概 率 、 计 算 机 以 及 数学 在 力学 、 物 理 等 方面 
的 应 用 . 内 容 虽 然 浅显 ,但 却 抓 仁 了 核心 和 基本 的 数学 思想 . 

这 套 书 还 有 一 个 特点 : 选 写 人 大 多 数 是 该 领域 中 的 著名 
学 者 ,学 术 造 话 精 深 、 热 心 普 及 数学 教育 ;因此 能 高 脆 远 鼎 、 深 
入 浅 出 ,生动 而 严肃 ,简明 而 不 失 全 貌 . 

这 套 丛 书 不 仅 可 以 作为 高 中 学 生 和 大 学 低 年 级 学 生 的 课 
外 读物 , 而且 对 于 想 了 解 近 代数 学 思想 和 方法 的 科教 工作 者 
也 提供 了 一 条 门 径 . 

“新 数学 丛书 ”首创 于 一 九 六 一 年 ,已 陆续 出 版 近 三 十 册 . 

[ 


有 些 书 早已 脱销 .“ 新 数学 丛书 编 委 会 ,特别 是 Anneli Lax 教 

授 得 知 我 国有 意 翻 译 文 套 丛 书后 , 慷慨 地 赠送 了 全 套 翌 刷 ， 
在 此 ,我 们 表示 囊 心 的 感谢 ， 

江 泽 涵 。 张 恭 庆 

一 九 八 三 年 春 于 北京 大 学 


致 读 者 


这 本 书 是 专业 数学 家 编写 的 一 套 从 书 中 的 一 本 . 编写 这 
套 书 的 目的 是 要 问 广 大 的 中 学 生 和 非 专 学 数学 的 外 行人 把 一 
些 重要 的 数学 概念 说 明 得 有 趣 且 能 情 .“ 新 数学 丛书 ”中 的 大 
多 数 书 所 讨论 的 课题 通常 不 属于 中 学 课程 表 的 范围 ; 各 书 的 
难 易 程 度 不 同 ,甚至 在 同一 本 书 里 ,有 些 部 分 就 比 其 它 部 分 更 
需要 人 全神贯注 才 能 读 懂 . 虽然 读者 要 懂得 这 套 从 书 中 的 大 多 
数 书 , 并 不 需要 多 少 专门 知识 ,但 是 他 必须 动 一 番 脑 筋 . 

如 果 读 者 从 来 只 在 课堂 上 才 遇 到 数学 , 那 他 就 应 该 牢记 : 
数学 书 不 能 读 得 很 快 ,他 也 一 定 不 要 期 望 , 读 第 一 遍 的 时 候 就 
能 理解 书 的 全 部 内 容 . 复杂 的 部 分 他 应 该 目 由 地 跳 过 去 ,以 后 
再 加 过 头 来 读 ; 一 个 论点 常常 是 通过 后 面 的 话 才能 搞 靖 楚 . 另 
一 方面 ,内 容 十 分 熟悉 的 一 些 节 可 以 读 得 很 快 , 

学 数学 的 最 好 办 法 是 “做 数学 ”; 每 一 本 书 都 包含 问题 ,其 
中 有 些 可 能 需要 很 可 观 的 思考 . 劝告 读者 养 成 读书 时 手边 备 
有 纸 和 笔 这 一 习惯 ,这 样 读 , 他 会 越 来 越 觉得 数学 有 趣味 . 

这 套 书 的 编 印 是 一 种 新 的 冒险 . 我 们 愿 在 此 申明 并 致谢 ， 
在 准备 这 套 书 时 ,许多 位 中 学 师 生 曾 慷慨 协助 . 编辑 者 欢迎 读 
者 提出 意见 ,请 图 告 Editorial Committe of the NML series, New 
York University, The Courant Institute of Mathematical Sciences ， 


251 Mercer Street ,New York,N.Y,10012. 
编 辑 者 
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( 摘 ” 译 ) 


这 部 书 分 为 两 凡是 专 为 初等 几何 写 的 .长 期 以 来 , 尤其 ” 


是 在 十 妃 扯 纪 , 初 等 几何 的 领域 里 积累 了 极其 丰 罚 的 资料 . 许 
多 关于 图 ， 汪 角形 和 和 多边 形 的 美妙 而 意 想 不 到 的 定理 被 证 明 
了 .在 初等 几何 的 内 部 ,还 形成 了 一 些 完整 的 分 支 ,如 "三 角形 
的 几何 ”，“ 四 面体 的 几何 ”等 等 . 这 些 分 支 都 有 各 自 广 泛 的 题 
村 ,各 目的 习题 和 解 题 的 方法 . 

然而 , 本 书 的 目的 并 不 是 向 读者 介绍 初等 几何 中 那些 他 
们 所 不 涩 悉 的 定理 . 我 们 认为 ,上 面谈 到 的 初等 几何 的 那些 发 
展 , 并 不 说 明 需 要 有 专著 来 阐述 它们 . 这 是 因为 超出 高 中 课程 
范围 的 大 部 分 定理 只 不 过 是 一 些 “ 古 董 ”, 它们 既 没 有 什么 实 
用 的 价值 ,又 脱离 了 数学 发 展 的 主流 . 但 是 ,在 初等 几何 中 , 除 
去 - 些 县 体 的 定理 之 外 , 还 包含 了 两 个 重要 的 有 普米 意义 的 
思想 ,它们 构成 了 几何 学 的 一 切 进一步 发 展 的 基础 ,其 重要 性 
远 远 超出 了 几何 学 的 界限 . 其 中 之 一 是 演绎 法 和 几何 学 的 公 
理 基 础 ; 男 一 个 是 几何 的 变换 和 几何 学 的 群 论 基础 . 这 些 思想 
痢 是 内 容 丰 富 和 上 齐 有 成 效 的 . 例如 ,两 者 的 直接 发 展 都 导致 了 
非 欧 几何 的 产生 . 本 书 的 任务 是 阐明 这 两 种 思想 之 一 一 一 几 
休学 的 群 论 基 础 . 


我 们 还 要 对 本 书 的 特点 说 几 句 话 . 本 书 是 面向 十 分 广泛 


的 读者 的 . 在 这 种 情况 下 , 束 难 免 为 照顾 一 部 分 读者 而 不 能 顾 


反 另 一 部 分 读者 的 兴趣 . 作者 牺牲 了 基础 较 好 的 读者 的 某 些 
兴趣 . 力求 使 本 书简 单 明了 , 通俗 易 慌 , 而 不 去 过 分 追求 严密 
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性 和 逻辑 上 的 精确 性 . 例如 ,我 们 不 一 般 地 对 几何 变换 这 个 概 
念 下 定义 ,因为 尽管 定义 的 术语 在 直观 上 是 清楚 的 ,但 它 总 是 
使 一 些 缺 乏 经 验 的 读者 感到 困难 . 由 于 同样 的 原因 ,我 们 不 得 
不 避 开 有 向 角 的 概念 , 并 且 把 有 向 线段 的 概念 推迟 到 第 二 章 
引进 ,尽管 这 样 做 使 得 正文 和 习题 解答 中 的 某 些 论证 严格 地 
说 可 以 认为 是 不 完整 的 ……. 但 是 我 们 认为 , 基础 好 的 读者 
自己 能 够 去 完善 这 些 论证 ;而 对 于 基础 不 那么 好 的 读者 ,严密 
性 上 的 欠缺 不 会 对 他 们 有 什么 妨碍 . …… 

在 术语 的 选用 上 也 有 同样 的 考虑 . 作者 根据 自己 当 学 生 
时 的 经 验 确 信 , 如 果 在 一 本 书 中 出 现 大量 生 梳 的 术语 ,会 大 大 
增加 它 的 难度 . 因此 在 术语 的 使 用 上 尽量 做 得 最 为 经 济 .在 某 
些 情 况 下 ,不 得 不 放弃 一 些 方便 的 术语 . 这 样 也 就 可 能 忽视 了 
基础 较 好 的 读者 的 某 些 兴 趣 . …… 

习题 给 读者 提供 了 一 个 检验 自己 对 正文 内 容 掌握 情况 的 
机 会 . 不 必 按 顺序 解 所 有 的 习题 . 但 是 我 们 主张 读者 在 每 一 组 
习题 中 至 少 选 做 一 个 (做 几 个 更 好 ). 本 书 的 结构 使 得 照 这 办 
法 做 的 读者 将 不 会 丢失 任何 基本 的 内 容 . 在 解 了 (或 试图 去 
解 ) 一 个 问题 时 ,读者 应 当 研究 一 下 书后 的 解答 . 

习题 一 般 不 一 定 与 正文 相 衔接 , 但 解答 都 是 用 本 书 中 的 
基本 内 容 和 初等 几何 的 变换 . 特别 注重 的 是 解 题 方法 而 不 是 
结论 . 个 别 的 习题 可 能 出 现在 几 个 不 同 的 地 方 ,因为 将 同一 个 
问题 的 几 种 不 同 的 解法 加 以 比较 ,常常 是 有 益 的 . 

有 许多 作 图 题 , 在 解 这 些 题 目 时 , 我 们 并 不 去 追求 “最 简 
单 ”( 在 某 种 意义 下 ) 的 作 图 法 . 作者 对 这 些 题目 的 主要 兴趣 是 
在 逻辑 上 ,而 实际 上 并 不 关心 怎样 去 完成 这 些 作 图 . 

人 U.M. 亚 洛 于 


前 言 件 么 是 几何 ? ee 


1. 中 心 相似 (同位 相 仙 )-… 
2. 虹 旋 相似 与 脆 胀 反 冉 。 正 向 相似 与 有 反 向 相似 的 图 形 


第 二 章 保 距 变 换 和 相似 变换 的 进一步 应 用 :………… 
1. 互相 相似 的 图 形 系 2 


2.， 保 距 变换 和 相似 变换 在 求解 极 大 羽 及 小 间 题 中 的 应 用 


习题 解 桔 … 
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什么 是 几何 


在 第 一 册 的 引言 中 ， 我 们 曾经 把 几何 定义 为 研究 图 形 在 
运动 下 保持 不 变 的 那些 性 质 的 学 科 ， 而 运动 则 定义 为 不 改变 
图 形 中 任何 两 点 之 间距 离 的 变换 ( 见 第 一 骨 第 5 页 ). 由 于 点 
之 间距 离 的 概念 (线段 的 长 度 ) 看 起 来 好 象 是 整个 几何 中 最 重 
要 的 概念 ， 因 而 图 形 的 最 重要 的 几何 性 质 似乎 是 它 的 各 点 之 
间 的 距离 .但 是 , 如 果 我 们 仔细 考察 一 下 象 基 谢 雇 夫 的 教科 书 
中 所 讲 过 的 全 部 几何 定理 ， 我 们 看 到 点 之 间距 离 的 概念 几乎 
都 不 在 这 些 定理 中 出 现 ， 关 于 平行 线 和 垂 线 的 所 有 定理 〈 例 
如 , “车 两 乎 行 直线 被 第 三 条 直线 所 截 , 则 同位 角 相 等 ”或 “从 
不 在 给 定 直线 上 的 每 个 点 可 以 向 给 定 的 直线 引 一 条 且 仅 能 引 
一 条 垂 线 ”), 关于 圆 的 大 部 分 定理 (例如 , “过 不 在 一 直线 上 的 
三 个 点 可 以 作 一 个 且 仅 可 作 一 个 圆 ")， 关 于 三 角形 和 多 边 形 
的 许多 定理 (例如 , “三 角形 内 角 之 和 等 于 一 个 平角 ”, 或 “ 尧 形 
的 对 角 线 互相 垂直 并 且 平 分 菱形 的 各 个 角 ”) 都 与 距离 的 概念 
毫 无 关系 .即使 在 那些 其 表述 中 包含 有 长 度 概念 的 定理 中 ( 例 
如 ,“ 三 角形 任意 一 个 角 的 平分 线 分 对 边 所 成 两 部 分 之 比 等 于 
这 三 角形 两 邻 边 的 比 ",“ 在 给 定 的 圆 或 等 图 中 ， 邮 条 不 分 长 的 
弦 中 的 长 弦 离 圆心 更 近 ”, 或 者 甚至 毕 氏 定理 :“ 若 用 同一 单位 
度量 直角 三 角形 的 边 ， 则 斜 边 长 度 的 平方 等 于 两 直角 边 长 度 
的 平方 之 和 "”)， 实 际 上 起 作用 的 并 不 是 某 个 线段 或 某 些 线段 


] 


的 长 度 , 而 只 是 两 个 或 几 个 线段 长 典 之 比 , 从 要 回想 一 下 这 些 
定理 的 内 容 , 这 一 点 是 容易 确信 的 .例如 ,在 毕 氏 定理 中 ,起 作 
用 的 不 是 三 角形 的 各 边 的 实际 长 度 ， 而 只 是 斜 边 长 度 与 两 直 
角 边 长 度 之 比 , 这 个 定理 说 ， 如 果 直 角 三 角形 4BC 的 两 直角 
边 的 长 度 为 上 和 cc， 用 让 和 7 表示 这 些 长 度 与 斜 边 长 度 2 之 比 
( 即 BWa 二 c/a 二 7), 则 有 有 2 十 六 三 1 

这 背后 的 道理 是 不 难 理 解 的 ， 线 段 长 度 的 概念 本 质 上 依 
寞 于 茶 个 固定 长 度 香 位 的 选取 ， 妇 果 我 们 分 别 用 厘米 , 千 米 或 
英寸 去 度量 线段 , 那么 表示 同一 线段 长 度 的 数 将 是 不 同 的 , 但 
是 几何 定理 的 内 容 不 能 依赖 于 特定 的 度量 单位 的 选取 .由 此 
可 见 ,在 几何 定理 中 长 度 本 身 不 能 出 现 , 我 们 能 遇 到 的 只 是 两 
个 或 几 个 线段 长 度 之 比 〈 这 些 比 是 不 依赖 于 度量 单位 的 选取 
的 ). 因此 毕 氏 定理 中 开始 的 那 句 话 “ 若 直角 三 角形 的 边 用 同 
一 单位 度量 , 则 …”" 正 是 告诉 我 们 定理 说 的 是 二 角形 边 长 之 比 . 
如 果 我 们 知道 几 个 线段 都 是 用 同一 单位 度量 的 ， 面 我 们 又 个 
知道 度量 的 单位 是 什么 ， 那 么 我 们 只 能 考虑 这 些 线段 长 度 之 
比 . 当然 ,在 定理 的 假设 中 要 求 用 规定 的 度量 单位 (例如 用 米 ) 
去 度量 线段 是 不 是 取 的 . 显然 , 一 个 定理 不 能 仅 当 其 中 的 线段 
用 厘米 去 度量 时 是 正确 的 ， 而 当 用 英寸 去 度量 且 这 些 线 段 时 却 
是 错误 的. 

这 与 下 面 这 样 一 个 囊 实 是 相关 联 的 , 即 从 几何 观点 看 , 所 
有 的 线段 都 是 同等 的 ， 它 们 之 中 没有 某 一 个 以 任何 方式 显得 
与 众 不 同 . 所 以 从 几何 的 观点 看 , 所 有 长 度 单位 的 规定 都 有 完 
全 任意 的 性 质 . 例如 , 把 米 规 定 为 保存 在 巴黎 计量 局 中 某 铂 镀 
棒 的 长 度 ， 或 把 它 规定 为 在 某 些 标准 条 件 下 饥 所 放射 出 的 红 
光 的 波长 的 1,552,734.83 信 ， 田 一 个 这 样 的 例 了 是 英国 的 码 
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最 初 被 定 为 从 英 王 享 利 一 世 的 鼻子 到 他 伸 直 了 的 手 的 中 指 尖 
的 距离 . 因此, 在 几何 定理 的 陈述 中 不 用 线段 的 长 度 而 只 用 线 
段 长 度 之 比 ( 一 些 不 依赖 于 度量 单位 选取 的 量 ) 是 自然 的 了 2， 

按照 我 们 对 几何 所 下 的 定义 ， 应 当 扮 演 基 本 角色 的 是 点 
之 间距 离 的 概念 , 实际 上 距离 又 不 直接 出 现在 几何 定理 中 ,这 
种 情况 已 经 由 第 一 个 给 几何 以 严格 定义 的 F . 克 莱 因 指出 . 
事实 上 ， 克 莱 因 的 定义 与 第 -- 册 引言 中 所 给 的 定义 稍 有 不 同 . 
克 革 因 的 定义 是 : 几何 学 是 研究 几何 图 形 在 相似 变换 下 不 变 
的 那些 性 质 的 学 科 . 相似 变换 可 定义 为 不 改变 点 偶 之 间距 离 
之 比 的 那 种 变换 。 相似 变换 的 这 个 抽象 的 定义 可 以 用 对 所 有 
这 类 变换 的 完全 的 描述 来 代替 . 这样 的 描述 将 在 本 书 第 一 章 
8$ 2 中 给 出 ， 克 莱 因 的 定义 说 ， 在 一 定 意义 下 ,几何 学 不 仅 不 
区 分 全 等 的 图 形 ， 而 且 它 甚至 不 区 分 相似 的 图 形 . 事实 上 ,为 
了 断定 两 个 三 角形 是 全 等 而 不 仅仅 是 相似 ， 我 们 必须 始终 国 
定 一 个 用 以 度量 这 两 个 三 角形 边 的 长 度 单位 ， 正 是 相似 图 形 
之 间 的 这 种 “不 可 区 分 性 ”， 使 得 我 们 能 把 一 个 尺寸 很 大 的 图 
形 描绘 在 一 张 图 纸 上 .， 当 老师 要 求学 生 们 把 他 画 在 黑板 上 的 
图 形 “ 淮 确 地 ” 画 到 他 们 的 笔记 本 上 去 的 时 候 ， 老 师 用 的 正 是 
这 个 原理 , 当然 ， 如 果 不 缩 小 图 形 的 尺寸 ， 这 是 不 可 能 办 到 
的 外， 


WD 注意， 与 线段 长 度 相反 ， 角度 大 小 常常 在 几何 定理 的 陈述 中 出 现 ， 这 是 
因为 角 的 度量 单位 可 以 纯 几 何 地 加 以 规定 ， 弧度 定义 为 长 度 等 于 圆 的 半径 的 弧 
所 对 的 圆心 角 . 直角 可 以 定义 为 与 它 的 补 角 相 等 的 角 .， 线段 的 长 度 与 角度 的 大 
小 的 这 种 差别 ， 例如 可 以 通过 下 面 的 定理 得 到 很 好 的 说 明 ， 在 直角 三 角形 中 ， 如 
采 它 的 一 个 锐角 等 于 30” ， 则 最 短 的 边 长 与 斜 边 长 之 比 是 1: 2. 

他 ”顺便 提 一 下 ， 在 某 些 场合 第 一 册 中 所 给 的 几何 的 定义 比 这 里 所 给 的 要 
好 ， 关 于 这 个 问题 在 第 三 册 的 引言 中 有 更 充分 的 论述 . 


这 样 ， 我 们 知道 在 初等 几何 中 基本 的 角色 实际 上 是 由 相 
似 变换 扮演 的 ,因此 , 这 类 变换 的 研究 第 重要 和 的， 相似 变换 的 
研究 不 仪 在 理论 上 有 很 重要 的 意义 ， 而 且 在 解 许 多 各 种 各 样 
的 问题 时 也是 很 有 用 的 .事实 上 ,在 达 方 面相 似 变换 并 不 亚 于 
保 距 变换 .我 们 可 以 用 " 求 作 一 个 四 边 形 ， 使 它 与 一 给 定 的 四 
边 形 相似 ， 并 且 它 的 边 经 过 四 个 给 定 的 点 "这样 一 个 问题 [ 参 
在 第 二 章 人 $1 问题 55(b)) 作 为 例子 . 这 个 问题 是 下 面 三 个 熟 
知 的 问题 的 椎 广 , 而 这 三 个 问题 通常 是 要 用 下 方形 ,长 方形 和 
萎 形 的 特殊 性 质 来 解 的 ; 

(a ) 作 一 个 正方 形 , 使 它 的 边 经 过 四 个 给 定 的 点 ， 

Cb ) 作 一 个 边 长 有 给 定 比 的 长 方形 ， 使 它 的 边 过 四 个 给 
定 的 点 ; 

(CCc ) 作 -一 个 有 给 定 角 的 葵 形 ,使 它 的 边 过 四 个 给 定 的 点 . 


X 有 A Y PA 
VM | 
一 一 
人 P p4 . r 一- 一 
(a) 


钢 | 
问题 (a) 可 以 用 下 面 的 方法 来 解 : 车 点 4, B,C 分 别 在 正 
方形 关 YZT 的 边 了 YYZ 和 ZT 上 (图 1(a)), 并 且 过 B 垂 直 于 
AC 的 直线 交 直 线头 本 于 点 MM. 因为 图 1Ca) 中 的 三 角形 4CP 
与 BA 全 等 ,于 中 BA = 4C. 这 样 , 若 已 知 落 在 正方 形 四 条 边 
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上 的 四 个 点 4, B, C, D, 则 我 们 就 能 在 边 TX 上 (或 在 它 的 延 
长 线 上 ) 找 到 一 点 MW 并 且 作 出 过 点 DD 和 MM 的 直线 (假设 品 才 
NM ) TX. 

这 同一 个 问题 也 可 以 用 另 一 种 方法 来 解 : 象 前 面 -一 样 , 命 
4 好,C, 忆 是 正方 形 的 边 王 玉 YZ, ZT 和 TX 上 的 点 , 以 AD 
为 直径 的 圆 过 点 所 , 命 玉 是 对 角 线 XZ 与 这 个 圆 的 另 一 个 交点 . 
同样 ,以 BC 为 直径 的 圆 过 点 Z, 命 S 是 对 角 线 XZ 与 这 个 圆 的 
男 一 个 交点 (图 1(b)) ,因为 XZ 平分 以 了 为 项 点 的 角 , 点 RR 


为 过 这 两 个 中 点 尺 和 S (如 果 尽 二 S) 的 直线 被 作出 来 . 这 直线 
与 上 述 两 个 圆 的 另外 两 个 交点 就 是 所 此 求 的 质点 和 和 Z 


图 2 
上 上 面 概述 的 第 一 种 解法 可 以 自然 地 加 以 推广 ， 用 来 解 第 
二 个 问题 (b), 现在 4C:BM=4P:BQ=TX:XY7 是 已 知 的 
( 见 图 2 (a)]. 作 正方 形 问题 的 第 二 种 解法 正好 可 以 推广 用 来 
解 第 三 个 问题 (c). 但 是 这 时 这 些 圆 弧 必 须 张 在 线段 AD 和 BC 
上 ,并且 所 含 的 立 周 角 等 于 给 定 次 形 的 角 . 然后 和 前 面 -- 样 ， 
对 角 线 XZ 作 为 过 这 两 个 圈 弧 的 中 点 尽 和 SS 的 联 线 可 以 定 出 
来 (图 2(b)]. 


虽然 问题 (a), (b), (c) 的 这 些 解法 都 很 漂亮 ， 但 它们 都 
有 点 不 自然 , 人 们 不 容易 想 出 这 样 一 些 证 明 . 基于 相似 变换 的 
一 般 考 虑 ， 使 我 们 能 对 一 个 包括 上 面 三 个 问题 作为 特例 的 更 
一 般 的 问题 , 找 出 一 个 较为 自然 的 解法 .读者 将 会 找到 许多 可 
以 用 相似 变换 来 解 的 其 它 问题 ， 

还 要 注意 , 因为 保 距 变换 是 相似 变换 的 特殊 情形 , 许多 能 
用 保 距 变换 来 解 的 问题 , 如 果 改 用 相似 变换 来 解 , 它们 可 以 被 
大 大 地 推广 , 例如， 以 一 个 多 边 形 的 各 边 为 底 , 作 有 给 定 顶 角 
的 等 腰 三 角形 , 已 知 这 些 三 角形 顶 角 的 顶点 , 求 作 此 多 边 形 这 . 
样 一 个 问题 (我 们 在 第 一 册 中 曾 说 过 这 个 问题 ) 可 以 推广 成 下 
面 的 样子 : 

以 一 个 % 边 形 的 各 边 为 底 作 个 三 角形 ， 使 与 个 给 定 
的 三 角形 相似 ， 已 知 这 些 三 角形 的 项 点 , 求 作 这 个 2 边 形 ( 参 
看 第 一 章 8 2 中 问题 37). 

读者 在 第 一 章 中 将 会 找到 很 多 这 样 的 例子 . 


第 -- 章 “相似 变换 的 分 类 


1. 中 心 相似 (同位 相似 ) 


我 们 说 点 4 是 由 点 4 经 过 中 心 为 0, 相似 系数 为 《的 中 
心 相似 (或 同位 相似 ) 得 到 的 , 如 果 4 在 直线 04 上 ,和 4 位 


于 0 的 间 侧 ,并 且 04' /04=t[ 图 3(a)]. 平面 到 身 身 的 变换 ， 


图 .3 
如 来 它 拒 平 面 的 每 个 点 4 变 到 由 4 经 过 中 心 为 0, 相似 系数 
为 的 中 心 相 似 所 得 到 的 点 4 , 则 称 这 个 变换 为 中 心 相似 
(或 同位 相似 ). 点 O 称 为 中 心 ; 数 上 称 为 这 变换 的 条 数 ;点 出 
称 为 4 在 这 变换 下 的 像 . 图 形 的 全 部 点 的 像 构 成 一 个 图 形 
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F' , F' 称 为 是 中 心 
相似 于 下 的 图 形 


/ 《有 相似 中 心 0 和 

4 ， 相似 系数 有 [图 3 

/ (5b)]. 显然 ,图形 下 
一 一 也 中 心 相 似 于 记 
A (有 同样 的 相似 中 

| yg 心 , 但 相似 系数 为 
ja) 1/). 这 使 得 我 们 


可 以 说 了 f 和 "是 

一 对 中 心 相似 的 图 
形 . 有 时 也 说 图 形 
Pr 和 PP 是 相似 

的 @, 或 者 说 它们 

处 于 相似 位 置 . 中 

(b) 心 相 似 变换 把 直线 

图 4 / 变 成 与 它 平 行 的 

直线 上 . 为 了 作出 4 ,只 要 找 出 直线 :上 某 个 点 4 在 中 心 相 似 
变换 下 的 像 4 ,然后 再 过 4 引 一 条 平行 于 ! 的 直线 5 图 4 
(a)]. 如 果 两 条 直线 1 和 m 相交 成 角 &, 那 么 它们 的 像 4 和 om 
也 相交 成 同样 的 角 a. 因而 与 给 定 三 角形 4BC 中 心 相 似 的 三 
角形 4' BC' 跟 三 角形 4BC 有 同样 的 角 , 即 这 两 个 三 角形 是 
相似 的 [图 4 (b). 一 个 中 心 在 4, 半径 为 > 的 圆 5, 经 过 中 心 


申 ” 因 为 在 中 心 相似 变换 下 所 有 线段 的 长 度 都 乘 上 同一 个 数 辣 所 以 中 心 相 
似 变换 是 引言 中 所 定义 的 那 种 相似 变换 . 
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(b) (c) 


图 5 
相似 变 成 中 心 在 4 ,半径 为 = 二 的 新 闻 3 ,这 里 水 是 点 4 
在 中 心 相 似 下 的 像 , 而 《是 相似 系数 (图 5). 事实 上 , 由 三 角 
形 04M 和 04’ M' 相似 (这 里 术 是 5 的 任意 一 点 ,M' 是 它 的 
像 ) 可 知 2'M'/AM = 即 4' M' 二 kr, 这 证 明 圆 5S 变 成 了 
中 心 在 4' .半径 为 tr 的 图. 


， 可 以 认为 任何 两 个 中 心 分 别 在 点 4 和 水， 半径 分 
为 和 >” 的 不 全 等 的 立 S 和 5' 是 中 心 相似 的 . 这 只 要 把 直 
线 44' 上 位 于 线段 44' 之 外 ,并 使 得 04’ /04=7' Mr 的 点 O 作 
为 相似 中 心 , 把 比 ” /7 作为 相似 系数 就 行 了 (图 5). 这 个 点 0 
称 为 圆 S 和 8 的 外 相似 中 心 (对 应 于 我 们 在 下 页 将 要 谈 到 的 
内 相似 中 心 ). 为 了 作出 两 个 不 全 等 的 闻 5 和 5 的 外 相似 中 
心 0, 只 须 在 这 两 个 贺 中 引 任意 两 条 平行 且 有 相同 指向 的 六 
径 AM 和 A' M' ， 再 用 直线 联 M 和 3 .0 就 是 44 和 HM' 的 
交点 . 如 果 这 两 个 殴 中 较 小 的 较 不 在 较 大 的 贺 的 内 部 , 则 外 相 
似 中 心 也 可 以 作为 它们 的 外 公 切 线 的 交点 确定 出 来 [图 5 
(a)]; 如 采 5 和 8’' 内 切 , 则 相似 中 心 与 切 点 重合 [图 5(b)]. 
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图 $6 
把 在 同一 条 直线 上 的 两 个 线段 48 和 CD 之 比 认为 有 确 
定 的 符号 常常 是 方便 的 : 当 线 段 48 和 CD 的 方向 ( 即 从 点 4 
到 8B 的 方向 和 从 点 C 到 Db 的 方向 ) 相同 时 [图 6(a)]， 认 为 比 
AB8/CD 站 正 的 , 而 当 它 们 的 方向 相反 时 [图 6(b)J], 认为 比 
4B/CD 是 负 的 . 显然 ,在 这 里 线段 端点 的 次 序 是 本 质 的 . 例如 ， 
B84/CD 二 一 AB/CD. 关 于 线段 之 比 的 符号 的 这 个 规定 , 对 很 多 
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几何 问题 是 方便 的 , 以 后 我 们 将 要 用 到 它 @. 如 果 我 们 承认 这 


个 规定 , 那么 两 个 中 心 相 似 图 形 的 相似 系数 就 可 以 是 正 的 
或 负 的 . 换 句 话说 ,两 个 图 形 F 和 F' 称 为 是 以 0 为 相似 中 心 ， 
一 k( 负 的 ! ) 为 相似 系数 中 心 相 似 的 ,如 果 这 两 个 图 形 的 每 一 
对 对 应 点 4 和 4 在 一 条 过 0 的 直线 上 ,位 于 0 的 两 侧 , 并 且 
线段 04 和 04 的 长 度 之 比 等 于 % (图 7); 这 个 条 件 可 写成 
04 /04 三 一 一 个 以 0 为 相似 中 心 , 有 负 相 似 系数 一 的 中 
- 心 相 似 , 与 先 作 一 个 以 0 为 中 心 ,有 正 相 似 系数 的 中 心 相似 
[把 图 形 F 变 到 F,, 见 (图 7)], 然后 将 平面 作 关 于 点 0 的 中 
心 对 称 (把 变 到 站 ); 或 者 先 将 平面 作 关 于 点 0 的 中 心 对 


@ 线段 比 的 符号 的 这 个 定义 可 以 解释 如 下 ; 在 直线 上 选取 某 个 方向 作为 
正 向 ( 它 可 以 用 直线 上 的 一 个 箭头 来 表示 ) . 直线 上 的 线段 48 被 认为 是 正 的 , 如 
果 它 的 方向 (从 点 4 到 点 本 是 正 向 ,否则 认为 它 是 负 的 (参看 第 一 册 P. 14 一 15). 
于 是 , 两 线段 之 比 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 . 容易 看 出 , 这 个 化 与 直线 上 正方 
向 的 特别 选取 无 关 . 如 果 线 段 48 和 CD 有 相同 的 符号 ( 即 两 个 线段 或 者 都 是 正 
的 , 或 者 都 是 负 的 ) 则 比 48/CD 是 正 的 ,如果 两 线段 符号 相反 《〈 即 一 个 线段 是 正 
的 ,而 另 一 个 是 负 的 ) 则 比 是 负 的 . 

带 有 确定 符号 的 线段 的 比 , 可 以 用 向 量 的 语言 定义 如 下 : 467/CD 一 4， 其 中 上 
是 使 得 48=kcD 成 立 的 正 数 和 负数 . 
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称 ( 把 图 形 疡 变 到 7,, 见 图 7) 再 接着 作 一 个 以 0 为 中 心 , 有 
下 相似 系数 天 的 中 心 相 似 ( 把 瑚 变 到 产 ), 所 得 出 的 变换 十 
相同 的 .因而 ， 有 具有 负 相 似 系数 一 不 的 中 心 相 似 ， 是 一 个 有 问 
样 中 心 O 和 正 系 数 丰 的 中 心 相似 与 一 个 关于 点 0 的 中 心 对 
称 变换 之 和 中 ,这 个 和 与 两 个 变换 施行 的 次 序 无 关 . 以 后 当 谈 


负 的 . 有 人 负 相 似 系 数 一 t 的 中 心 相 似 也 把 直线 ! 变 成 直线 1 
(但 是 , 现在 相似 中 心 在 直线 ! 
和 4 之 间 , 见 图 8), 并 且 也 把 
圆 $ 变 成 另 一 个 贺 Ss， ( 贺 
的 中 心 4 以 一 6 为 相似 系数 ， 
中 心 相似 于 贺 8S 的 中 心 4, 并 
且 两 圆 半 径 之 比 w /r 等 于 %， 
见 图 9). 任何 两 个 加 SS 和 5 
都 是 中 心 相似 的 , 它们 有 负 相 
似 系数 一 /Jr (其 中 + 和 

图 38 : 是 两 个 圆 的 半径 ), 相似 中 心 0 
在 它们 圆心 的 联 线 44 上 , 并 且 使 得 04 /0o4= -mw /mr 点 0 
在 线段 44 内 , 称 为 圆 $S 和 8&S 的 内 相似 中 心 . 为 了 找 出 两 个 
圆 S 和 5S' 的 内 相似 中 心 , 只 须 在 这 两 个 圆 中 引 任 意 两 条 平行 
并 且 反 向 的 半径 A4M 和 4/ M' ,0 就 是 44{ 和 MM! 的 交点 
(图 9). 如 果 &3 和 8 员 不 相交 , 则 它们 的 内 相似 中 心 也 就 是 两 


中 先 作 变 换 f: 4 一 4 接着 再 作 另 一 个 变换 g : 4' 一 4"， 所 得 的 结果 是 
复合 变换 9g。f: 4 一 4”; 通常 你 它 为 f 和 5g 的 乘积 **f, 但 是 在 本 书 中 称 它 为 了 
与 y 的 和 . 
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四 9 
圆 的 内 公 切 线 的 交点 [图 9(a)7; 如 果 5S 和 8’ 外 切 , 则 0 是 切 
点 {图 9 (b)2. 这 样 ,任何 两 个 不 全 等 的 圆 可 按 如 下 两 种 方式 
看 作 是 中 心 相似 的 :相似 系数 可 以 认为 是 六 /或 一 ” /两 
个 全 等 的 图 只 以 一 种 方式 中 心 相 似 , 相似 系数 为 一 1. 对 于 两 
个 同心 圆 ( 并 且 仅 对 交心 圆 ) 外 相似 中 心 和 内 相似 中 心 彼 此 重 
合 , 并 且 与 这 两 个 加 的 中 心 重合 . 


不 是 恒 等 变 换 的 中 心 相似 ( 恒 等 变换 可 以 看 作 是 中 心 相 
似 的 特殊 情形 , 它 的 相似 系数 =1) 仅 有 的 不 动 点 是 中 心 0， 
它 的 不 动 直线 是 所 有 过 0 的 直线 . 
如 果 中 心 相似 的 系数 是 一 1, 那 么 这 个 变换 就 是 关于 相似 
中 心 的 中 心 对 称 . 因而 ,关于 某 个 点 的 中 心 对 称 是 中 心 相 似 的 
一 种 特殊 情形 . 利用 这 一 点 ,我 们 可 以 推广 第 一 册 中 那些 用 中 
13 


心 对 称 方法 解 的 问题 9 一 11. 为 了 解 这 些 更 一 般 的 问题 ,我们 
必须 用 比 中 心 对 称 更 为 一 般 的 中 心 相似 . 例如 ,在 问题 9 中 我 
们 可 以 要 求 “所作 直 线 在 给 定 的 直线 和 圆 之 间 的 线段 被 点 4 
分 成 给 定 比 m/r”; 在 问题 10 (b) 中 我 们 可 以 要 求 “ 当 所 求 直 
线 被 圆 S 和 843: 截 下 的 弦 的 长 度 分 别 乘 以 给 定 的 数 严 和 ay 
时 , 它们 的 差 有 给 定 的 值 ”; 在 问题 11 中 我 们 可 以 要 求 “点 7 
把 弦 CD 上 的 线段 Bf 分 成 比 m/n” 这 些 新 的 何 题 的 解法 与 
问题 9 一 11 的 解法 是 类 似 的 . 我 们 把 它们 留 给 读者 自己 去 完 
成 ， - 


1. 给 定 两 直线 0 和 -一 点 4. 过 4 引 直 线 i, 使 得 这 直线 。 
被 4 和 4 截 得 的 线段 BC 满足 4B : 4C 一 m:n ， 

2. (a) 给 定 圆 S 和 5 上 一 点 4, 找 所 有 经 过 4 的 弦 的 中 
点 的 轨迹 . 

(b) 给 定 贺 5 和 5S 上面 的 三 个 点 4, B,C， 作 弦 4X, 使 得 
它 被 弦 BC 平分 . 

3. 给 定 两 个 相 切 的 圆 尺 和 人 4. 设 上 是 过 切 点 MU 的 直线 ， 
它 与 RR 交 于 男 一 个 点 4, 与 5 交 于 另 一 个 点 8B. 证 明 在 点 4 
处 的 切线 平行 于 5 在 点 B 处 的 切线 . 

4. 设 R 和 8 是 两 个 互 不 相交 的 圆 , 任何 一 个 都 不 在 另 一 
个 的 内 部 . 设 ,n 是 图 RR 和 的 两 条 外 公 切 线 , MM 是 nw 和 x 
的 交点 . 设 1 是 过 M 的 直线 , 交 R 于 点 4,B, 并 且 交 3 于 点 C， 
D. 最 后 , 命 吾 是 mn 和 上 R 的 切 点 ,是 m 和 5 的 切 点 . 证明: 

(a) 三 角形 4BE 相似 于 三 角形 CDP; 

(b) 三 角形 46B 和 三 角形 CDF 的 面积 之 比 等 于 RR 和 3 
的 半径 之 比 的 平方 ; 
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(c) 由 三 角形 4BE 和 CDF 的 中 线 交 点 所 决定 的 直线 经 
过 点 M. 

5. 设 45CD 是 梯形 , 它 的 边 4D 和 BC 延长 后 交 于 点 对 . 
命 N 是 对 角 线 4C 和 BD 的 交点 .证 朋 : 

(a) 三 角形 4BM 的 外 接 圆 R 和 三 角形 DCM 的 外 接 圆 8 
相 切 ， 

(b〉 三 角形 4BN 的 外 接 贺 BR, 和 三 角形 CDN 的 外 接 图 
Ss, 相 切 . | 

(c) 8 和 ,的 半径 之 比 等 于 R 和 5 的 半径 之 比 . 

6. (a) 以 梯形 4BCD 的 两 平行 边 48 和 CD 为 底 作 等 边 三 
角形 A485 和 CDP. 要 求 这 些 三 角形 作 在 它们 底 边 的 同一 侧 
《 即 如 果 把 48 和 CD 看 作 是 水 平 的 ; 则 这 两 个 三 角形 或 者 都 
在 底 边 的 上 面 或 者 都 在 底 边 的 下 面 ). 证 明 直线 EF 过 梯形 的 
两 条 不 平行 边 延 长 线 的 交点 . 

(b) 在 梯形 的 平行 边 48 和 CD 上 向 梯形 外 作 正 方形 .证 
明 联 结 这 两 个 正方 形 中 心 的 直线 过 梯形 对 角 线 的 交点 . 

7. 证 明 梯 形 的 两 平行 边 中 点 的 连 线 过 其 它 两 边 延 长 线 
的 交点 以 及 对 角 线 的 交点 ， 

注 : 可 参看 第 三 册 第 一 章 第 一 节 的 问题 108. 

8. (a) 给 定 两 个 同心 圆 8, 和 SS,. 作 直 线 ! 依次 交 这 两 图 
于 点 4,B,C,D, 使 得 4B= 二 BC 二 CDC 图 10(a)]. 

(b) 给 定 三 个 同心 圆 81,8, 和 5;. 作 直 线 ! 依次 交 
S,,S2S; 于 点 4,B,C, 使 得 48 二 BCC 图 10(60)]. z 

(c) 给 定 四 个 同心 圆 5,,S;,8, 和 S;. 作 直线! 分 别 交 
rss 于 点 4,B,C,D, 使 得 4B5= 二 CD[ 图 10(e)]. 

9. (a) 在 给 定 的 三 角形 ABC 中 ， 作 内 接 正方 形 , 使 得 它 
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(2) 


图 10 
的 两 个 顶点 在 底 边 48 上 , 而 其 它 两 个 项 点 分 别 在 边 4C 和 
BC 上 . | 

(b) 在 给 定 的 三 角形 45C 中 , 作 内 接 三 角形 , 使 它 的 边 
分 别 平行 于 三 条 给 定 的 直线 640 

问题 10(c) 是 问题 9(b) 的 推广 . 

10. (a) 给 定 两 条 直线 4,4s 以 及 4 上 的 一 点 4 和 1 上 的 
一 点 B. 在 直线 4 和 4 上 分 别 作 线段 4M, 和 BM, 使 得 它们 有 给 
定 的 比 4Mi/BM; 一 m. 过 点 MM 和 MM; 作 直线 分 别 平行 于 两 条 


中 给 定 儿 边 形 的 内 接 多 边 形 是 指 这 样 的 多 边 形 , 它 的 所 有 项 点 都 在 给 定 
的 多 边 形 的 边 或 其 延长 线 上 (每 条 边 上 至 少 有 一 -个 顶点 ). 
16 


给 定 的 直线 4 和 4 (图 11). 求 所 作 直 线 交 点 的 轨迹 ， 


图 11 

(b) 多 边 形 4.4,…4, 按 如 下 的 方式 变化 : 它 的 边 保 持平 
行 于 原来 的 方向 ,并 且 顶 点 41,4;,…,4,-' 在 给 定 的 直线 
lis as" “上 移动 求 顶点 4 的 轨迹 ， 

(c) 在 给 
的 多 边 形 中， 求 
作 另 一 个 内 接 多 
边 形 , 使 它 的 边 
平行 于 一 些 给 定 
的 直线 ， 

第 三 册 第 一 图 12 
章 $5 中 的 问题 189 是 问题 10(c) 的 实质 性 推广 . 

11. 设 给 定 一 个 用 绞 链 连接 的 平行 四 边 形 4BCD. 更 确切 
地 说 ,这 四 边 形 的 边 长 是 固定 的 , 顶点 4 和 8 也 是 回 定 的 ,但 
是 顶点 C 和 DD 可 以 移动 (图 12). 证 明 ; 当 C 和 DD 移动 时 , 对 
角 线 的 交点 & 沿 着 某 个 圆周 移动 . 

12. (a) 设 三 角形 4BC 的 内 切 图 8 切 BC 于 点 D. 又 设 与 
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BC 边 , 48 边 和 4C 边 的 延长 线 相 切 的 傍 切 圆 切 BC 于 点 8B. 证 
明 4E 和 8 相交 于 DD 的 对 年 点 Di. 

(b) 给 定 信 4BC 的 内 切 贺 半径 7?, BC 边 上 的 高 4P 二 hh 和 
另外 两 边 之 差 b 一 c, 求 作 三 角形 4BC. 

13. 求 作 圆 S, 使 得 

(a) 5 与 两 条 给 定 直线 4 和 is 相 切 并 且 过 给 定 的 点 4 

(b) 5 过 两 个 给 定点 4 和 B 并 且 与 给 定 的 直线 1 相 切 ; 

(c) &S 与 两 条 给 定 的 直线 4 和 属相 切 并 且 与 给 定 的 圆 S 
相 切 . 

郊 后 面 的 问题 22, 第 三 册 第 二 章 $ 2 中 间 题 232(a) ，(b) 
和 问题 237,§ 3 中 问题 247 以 及 $5 中 问题 271. 

14. (a) 证 明 
三 角形 4BC 的 中 
线 的 交点 戏 ， 外 接 
加 中 心 0 和 高 的 
交点 及 在 一 直线 
上 @, 并 年 HM/MO 
一 2/1[ 图 13(a)). 

(b) 证 明 : 过 
三 角形 各 边 的 中 点 
并 且 平 行 于 这 些 边 
所 对 角 的 平分 线 的 : 图 ”13(a) 
三 条 直线 交 于 一 点 . 

(ec) 证 明 : 联结 三 角形 4BC 的 各 顶点 和 它们 的 对 边 与 傍 


了 这 条 直线 称 为 人 480 的 欧 拉 线 . 
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切 圆 的 切 点 的 三 条 直线 交 于 一 点 沁 这 点 与 中 线 的 交点 M 和 


”内 切 圆 中 心 Z 共 线 ,并 且 VMNHVNH2Z 二 27/1[ 图 13(b7， 


15. 给 定 圆 8, 求 作 内 接 于 8 的 三 角形 48C, 使 得 它 的 顶 
点 4 和 高 的 交点 五 为 给 定 的 点 ， 

16. 给 定 圆 5. 问 ; 内 接 于 8 的 所 有 可 能 的 锐角 三 角形 
(直角 三 角形 或 钝 角 三 角形 ) 的 

(a) 中 线 的 交点 ， 

(b) 高 的 交点 ， 
的 轨迹 是 什么 ? 


自 


13Cb) 


17. (a) 设 妃 是 三 角形 4BC 的 高 的 交点 , M 是 中 线 的 交 

点 . 圆 以 BH 为 相似 中 心 ,1/2 为 相似 系数 ， 中心 相 似 于 

人 和信 ABC 的 外 接 圆 S$， 证 明 圆 5 也 以 M 为 相似 中 心 ， 以 一 1/2 为 

相似 系数 ,中心 相似 于 8; 圆 5 经 过 三 角形 三 边 的 中 点 4， 

B' ,0' ,三 条 高 的 垂 足 以 及 三 条 高 上 的 线段 GE4, HB, HC 的 中 
19 


点 [图 14(a7] 中 ， 

(b) 设 了 是 三 角形 
ABC 的 各 顶点 和 它 的 对 边 
与 傍 切 图 的 切 点 连 线 的 交 
点 [ 见 问题 14 (ec)3. 命 1 
是 三 角形 的 中 线 的 交点 . 
设 圆 以 J 为 相似 中 心 ， 
1/2 为 相似 系数 , 中 心 相 
似 于 内 切 风 8. 证 明 阅 全 
以 4 为 相似 中 心 ，-17 2 

图 ta 为 相似 系数 ， 旦 中 心 相似 
于 S; 山 $ 与 三 角形 4BC 三 边 中 点 的 连 线 4' B' BC ,C0' 4 
相 切 ,并 且 也 与 线段 J4,JB,JC 的 中 点 D,B8,F 的 连 线 相 切 [图 
14(b)j. 

18. (a) 多 边 形 的 形 心 . 线段 的 形 心 是 指 它 的 中 点 [图 15 
(Ca)]. 三 角形 的 三 边 的 形 心 构成 一 个 与 原 三 角形 中 心 相似 
的 新 三 角形 ,相似 系数 为 一 1/2, 相 似 中 心 在 中 线 的 交点 ,这 个 
点 称 为 三 角形 的 形 心 [图 15 (b)]. 以 任意 给 定 的 四 边 形 的 
顶点 作 顶 点 ,可 得 四 个 三 角形 ,这 些 三 角形 的 形 心 构成 一 个 新 
四 边 形 , 证 明 这 个 四 边 形 以 一 1/3 为 相似 系数 , 中 心 相似 于 给 
定 的 四 边 形 . 它们 的 相似 中 心 NY [ 见 图 15 (ec)] 称 为 四 边 形 的 
形 心 . 类 似 地 , 以 任意 给 定 的 五 边 形 的 项 点 作 顶 点 , 可 得 五 个 
四 边 形 , 这 些 四 边 形 的 形 心 构成 一 个 新 五 边 形 , 这 个 五 边 形 以 
一 1/4 为 相似 系数 , 中心 相 似 于 给 定 的 五 边 形 ; 它们 的 相似 中 


中 ， 这 个 圆 旦 称 为 人 4ABC 的 九 点 贺 ， 
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心 称 为 五 边 形 的 形 
心 . 以 任意 给 定 的 
六 边 形 的 顶点 作 顶 
点 , 可 得 六 个 五 边 
形 , 这 些 五 边 形 的 
形 心 构成 一 个 新 的 
六 边 形 , 这 个 六 
形 以 一 1/5 为 相似 
系数 ,中 心 相 似 于 
们 的 相似 中 心 称 为 
六 边 形 的 形 心 ,如 
此 等 等 @. 


图 14(b) 


L 


4 -4， 


图 15(a) fb) 


(D 不 难 证 明 , 这 里 定义 的 z 边 形 的 形 心 与 在 边 形 的 各 顶点 处 放置 相等 
的 质量 后 的 物理 重心 或 重力 中 心 是 一 致 的 . 
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15(¢) (d) Ce) 


图 


角形 的 各 顶点 和 它 的 对 边 的 形 心 所 得 


一 -一 
PP 
-一 -一生 


[ 换 句 话说 ,联结 
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的 三 条 直线 交 于 一 点 (三 角形 的 形 心 ), 并 且 这 些 直线 被 交点 
. 分 为 2: 1; 联结 四 边 形 的 每 个 顶点 和 其 余 三 个 顶点 构成 的 三 
角形 的 形 心 所 得 的 四 条 直线 交 于 一 点 (四边形 的 形 心 ), 并 且 
这 些 直 线 被 交点 分 成 3 : 1, 如 此 等 等 ]， 

(b) 圆 内 接 多 边 形 
的 欧 拉 圆 . 设 S 是 半径 
为 的 圆 , 圆 S 的 纺 的 
欧 拉 圆 是 指 中心 在 弦 的 
-中 点 ， 半径 等 于 R/2 的 
圆 5 图 15 (d)]. 圆 SS 的. 
内 接 三 角形 三 边 的 欧 拉 
圆 的 中 心 落 在 一 个 半径 
为 R/2 (中 心 是 这 三 个 ， 

图 ”15(f) 欧 拉 圆 的 交点 ) 的 贺 上 ， 
这 个 圆 称 为 该 三 角形 的 欧 拉 图 [参看 图 15(e) 和 图 14(a)]. 以 
加 5 的 任意 一 个 内 接 四 边 形 的 顶点 作 顶 点 , 得 到 四 个 三 角 
形 , 证 明 这 四 个 三 角形 的 欧 拉 圆 的 中 心 落 在 一 个 半径 为 R/2 
(中 心 是 这 四 个 欧 拉 圆 的 交点 ) 的 圆 上 , 这 个 圆 称 为 该 四 边 形 
的 欧 拉 圆 [图 15(f)). 类 似 地 ,以 圆 S 的 任意 一 个 内 接 五 边 形 
的 顶点 作 顶 点 得 到 五 个 四 边 形 , 它们 的 欧 拉 圆 的 中 心 落 在 一 
个 半径 为 R/2 (中 心 是 这 五 个 欧 拉 圆 的 交点 ) 的 圆 上 , 这 个 圆 
称 为 该 五 边 形 的 欧 拉 圆 . 如 此 等 等 . 

《ec) 证 明 贺 内 接 x 边 形 的 形 心 [ 见 问题 (a)] 在 联结 这 ， 
边 形 的 外 接 圆 中 心 和 欧 拉 圆 中 心 5 见 问题 (b)] 的 线段 上 ,并且 
分 这 线段 成 2 : (n 一 2). 

”用 中 心 相似 来 解 在 平面 的 有 界 部 分 作 图 的 问题 是 方便 的 . 
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通常 在 解 作 图 题 时 , 总 是 假定 平面 是 无 界 的 ; 例如 , 我 们 假定 
每 条 直线 可 以 在 两 个 方 问 无限 延 长 . 但 是 实际 上 总 是 在 一 个 
有 界 范 围 内 作 图 , 即 作 图 是 在 一 张 纸 上 或 在 教室 的 黑板 上 进 
行 的 . 所 以 , 在 作 图 过 程 中 可 能 会 碰 到 这 样 的 情况 , 璧 如 所 要 
作 的 两 直线 的 交点 落 在 画面 的 范围 之 外 , 也 就 是 说 它 对 我 们 
来 说 是 不 可 到 达 的 . 这 种 情况 导致 我 们 考虑 这 样 一 类 问题 ,在 
这 些 问 题 中 强调 作 图 必须 完全 在 平面 的 某 个 有 界 部 分 内 完 
成 @. 应 用 中 心 相似 , 我 们 能 够 得 到 这 样 一 个 值得 注意 的 事 
实 ; 每 个 可 以 在 无 界 平面 上 实现 的 作 图 也 可 以 在 平面 的 任何 
部 分 中 实现 ,无 论 这 个 部 分 是 多 么 小 (参看 下 面 问题 20). 

19. (a) 求 作 一 直线 , 联结 给 定点 M 和 两 条 给 定 直 线 
,ls (或 一 条 给 定 直 线 1 与 一 个 圆 85, 或 两 个 给 定 的 圆 
SJ 和 SS ) 的 “不 可 到 达 的 ”交点 [图 16(a)]. 

(b) 过 给 定点 W 作 一 直线 平行 于 “不 可 到 达 的 ”直线 ,， 
这 里 直线 /上 的 两 个 点 分 别 是 两 对 直线 “和 2 和 的 交点 
[图 16(b)]. 

(e) 过 三 个 不 共 线 的 “不 可 到 达 ” 点 4, B,C 作 一 圆 ,这 里 
A, B,C 分 别 由 三 对 直线 cu 和 az 和 Da， ci 各 c， 的 交点 确定 [图 
16 (c)]. 当然 , 在 这 个 问题 中 , 我 们 仅 须 作出 这 个 圆 落 在 平面 


(D 我 们 注意 ,在 几何 学 中 ,通常 并 不 坚持 在 解 每 个 作 图 题 时 都 要 把 图 形 真 
正 画 出 来 ; 如 果 解 决 这 个 问题 的 途径 已 经 给 出 , 则 这 个 问题 就 认为 已 经 解决 了 . 
所 以 图 形 的 有 界 性 不 是 解 作 图 题 的 真正 辜 碍 . 因而 在 平面 的 有 界 部 分 作 图 的 问 
题 必须 认为 是 那样 一 类 问题 , 在 这 类 问题 的 氢 述 中 包含 了 对 作 图 的 某 种 特殊 的 
限制 (类 似 于 禁止 用 直 尺 或 圆规 的 作 图 ,对 于 这 类 作 图 参看 第 三 册 ). 在 工程 设计 
中 , 在 平面 有 界 部 分 中 的 作 图 问题 有 实际 意义 ; 在 大 地 测量 学 中 , 即 关 于 地 球 上 
地 区 的 测量 和 作 图 的 学 科 中 , 这 类 作 图 也 有 重要 的 实际 意义 , 这 里 允许 的 作 图 区 
域 可 能 是 被 一 条 河 、 一 个 海域 .一 座 山 、 一 片 森林 或 一 块 沼泽 地 所 限制 . 
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图 16 

可 到 达 区 域 中 的 部 分 ,或 者 决定 这 个 圆 的 中 心 和 半径 . 参看 第 
三 册 第 一 章 8$ 2 的 问题 119(a),(b) 和 问题 120. 

20. 在 平面 的 有 界 部 分 .%- 中 (或 者 甚至 在 .2 之 外 )， 任 
意 给 定点 的 分 布 和 任意 给 定 一 些 线段 的 长 度 , 证 明 , 每 个 在 全 
平面 可 解 的 作 图 题 在 不 超出 .9% 的 范围 的 情况 下 也 可 解 . [这 
里 的 含义 是 , 知 一 个 给 定 的 或 者 要 作 的 点 4 在 .9% 范围 之 外 ， 
则 它 由 .% 中 两 条 相交 于 4 的 直线 确定 ; 一 条 不 可 到 达 的 直 
线 由 它 的 两 个 点 确定 ; 而 一 个 不 可 到 达 的 圆 由 它 的 中 心 和 圆 
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上 一 点 或 由 它 的 中 心 和 半径 确定 . ] 
设 F 和 Fr 是 两 个 以 4 为 相似 系数 ( 正 的 或 负 的 ! ) 的 中 
心 相似 图 形 [ 见 图 17 (a) 和 (b)]. 这 时 两 个 图 形 中 的 对 应 线段 
总 是 平行 的 , 并 且 它 们 的 长 度 之 比 为 +, 这 个 结论 可 以 由 三 角 
形 04B 和 04' B' 相似 这 一 事实 得 出 (因为 04’ /04==0B' /0B 
二 土 ). 让 我 们 约定 : 对 于 两 个 平行 线段 4B 和 4' B' ,根据 它 
们 的 方向 (从 4 到 B 和 从 4' 到 B') 相同 或 相反 ,分 别 认为 它 
们 之 比 是 正 的 或 负 的 . 这 个 约定 类 似 于 我 们 以 前 引进 的 关于 
同一 直线 上 两 个 线段 之 比 的 符号 的 约定 . 这 样 一 来 ,在 任何 情 
况 下 ,我 们 都 可 以 说 两 个 中 心 相 似 图 形 中 的 对 应 线段 平行 ,并 
且 有 固定 的 比 , 这 个 比 就 等 于 相似 系数 . 反 过 来 , 我 们 可 以 证 
明 : 如果 图 形 的 每 个 点 能 以 这 样 的 方式 对 应 于 图 形 F' 中 的 
点 ,使 得 这 两 个 图 形 中 的 对 应 线段 平行 并 且 有 国定 的 比 天 (就 
大 小 和 符号 而 言 1 ), 这 里 4 了 1; 则 和 中心 相似 . 
事实 上 , 任 取 的 一 点 必 , 设 M' 是 M 在 玉 中 的 对 应 点 ， 
4 和 4' 是 这 两 个 图 形 的 任意 一 对 与 M 和 M' 不 同 的 对 应 点 ， 
命 0 是 直线 MM', 和 44' 的 交点 ( 见 图 17). 因 M4// M' 4 ， 
三 角形 0M4 和 0M' 4 是 相似 的 . 由 假设 M' 4 /M4 二 ,所 
以 OM' /0M = 04' /04 一 &. 由 此 可 见 : 首先 点 0 的 确定 不 依 
赖 于 4, 4' 这 一 对 点 的 选取 ( 它 是 直线 MM' 上 使 得 OM' /OM 
一 上 的 点 ); 其 次 图 形 7 和 的 任意 一 对 对 应 点 4 和 4 都 以 
0 为 相似 中 心 , 以 为 相似 系数 中 心 相 似 , 这 就 是 我 们 所 要 证 
明 的 . 如 果 对 应 线段 之 比 是 1, 那么 我 们 的 论证 将 不 成 立 , 因 
”为 这 时 直线 MM' 和 44' 不 会 相交 (它们 是 平行 的 ). 在 这 种 情 
形 下 ,图 形 F 和 FF' 不 是 中 心 相似 的 ,但 是 它们 可 以 彼此 经 过 
一 个 平移 得 到 ( 见 第 一 委 第 12 一 13 页 ). 
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图 17 

现在 我 们 来 考虑 中 心 相似 的 加 法 . 设 图 形 ,中 心 相 似 于 
F, 相似 中 心 为 01 ,相似 系数 为 ;F' 中心 相似 于 局 ,相似 中 
心 为 0, ,相似 系数 为 £,( 见 图 18, 为 简单 起 见 , 我 们 在 图 中 只 
画 出 ,和 *, 都 是 正 的 情形 . 事实 上 , 在 下 面 的 论证 中 ，K. 和 。 
可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 ). 这 时 和 FF, 中 的 对 应 线段 平行 ， 
并 且 有 固定 的 比 ;F, 和 Ft 中 的 对 应 线段 也 平行 , 并 且 有 固 
定 的 比 . 由 此 可 见 ,F' 和 FF 中 的 对 应 线段 平行 ,并 且 有 国定 
的 比 4 (只 要 把 等 式 4BV4B 一 和 和 4 B' /41B, 二 ;的 左 
右 两 边 分 别 相 乘 就 得 到 4' B' /4B = 二 kts). 这 意味 着 当 kks 沽 
1 时 , F' 中 心 相似 于 图 形 7, 相似 系数 为 ta; 而 当 bt: 一 1 
时 , F' 可 以 由 经 过 一 个 平移 得 到 . 上面 的 结论 也 可 以 表述 
如 下 : 两 个 相似 系数 分 别 为 和 ks 的 中 心 相 似 之 和 ， 当 ks 关 
1 时 是 一 个 相似 系数 为 ks 的 中 心 相 似 ; 而 当 kks 一 1 时 ,这 
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个 和 是 一 个 平移 @. 
给 定 两 个 中 心 相 似 的 中 心 0. 和 0; 以 及 相似 系数 和 %。， 
我 们 现在 来 说 明 如 何 去 找 作为 它们 之 和 的 那个 中 心 相似 的 中 
心 0 (或 者 当 ks 二 1 时, 如何 去 找 作为 它们 之 和 的 那个 平移 
的 距离 和 方向 ) @. 显然 , 若 0, 和 0: 重合 , 则 0 也 与 它们 重合 
[图 18(c)]. 所 以 我 们 假定 0, 和 0* 是 不 同 的 . 第 一 个 中 心 相似 
保持 0, 不 动 , 第 二 个 中 心 相 似 把 0 变 到 直线 0:0; 上 使 得 
0201/001 二 上 的 点 01 {图 18 (a)，(b)J. 于 是 两 个 变换 之 和 把 
0, 变 到 0 . 由 此 可 知 , 若 ks 二 1 [图 18 (5b)), 则 两 个 变换 之 
和 是 沿 直线 00' 方向 ( 即 直线 020, 的 方向 , 因为 01 在 直线 
0.0, 上) 的 平移 , 平移 的 距离 = 0.01 ; 因为 0201/0,01 二 kK ， 
所 以 a 也 可 以 表 成 下 面 的 形式 
O01 — O00 
O20 


他 一 OO 一 OO 一 一 2 :OO! 一 一 (ks 一 1 )O00. 


2 1 


若 kks 关 1 [图 18(a)), 则 所 求 中 心 0 在 直线 0.0 上 ( 亦 即 在 
直线 0.0; 上 ), 并 且 使 得 001/001 二 kkz. 还 可 以 找到 确定 点 
0 位 置 的 一 个 更 方便 的 表达 式 . 由 等 式 0;01/001 二 和 
O01/00 | 二 kiks 可 得 


OO! — OO OO! 


O00, O00) bal 


@ ”这 个 命题 还 有 另 一 种 说 法 : 如 果 图 形 和 rr 都 中 心 相似 于 第 三 个 图 形 
F, , 则 它们 或 者 彼此 中 心 相 似 或 者 第 此 相差 一 个 平稳。 

我 们 建议 读者 试 一 试 , 只 从 中 心 相似 的 定义 出 发 , 不 用 “对 应 线段 平行 并 且 
有 固定 比 的 两 个 图 形 是 彼此 中 心 相似 的 这 一 事实 , 自己 去 证 明 中 心 相似 的 加 法 
定理 . 

@@ ”为 了 使 下 面 的 论证 不 需要 分 别 考虑 相似 系数 hi 和 4: 的 符号 和 大 小 , 我 
们 必须 始终 考虑 有 向 线段 (参看 第 一 册 第 14 一 15 页 ). 
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OO kk 二 1T， 


29 


_ 一 
00, = TOO 


这 样 一 来 ,我 们 证 明了 下 面 的 重要 定理 @ 

三 相似 中 心 定 理 ” 设 图 形 F, 中 心 相似 于 图 形 F, 相似 中 
心 为 01,F, 又 中 心 相 似 于 图 形 ,相似 中 心 为 0;. 如 果 0, 不 
与 0, 重合 , 则 直线 0.0s 或 者 经 过 图 形 了 和 FP' 的 相似 中 心 0 
[图 18 (a)), 或 者 平行 于 把 变 到 PF 的 平移 的 方向 [图 18 
(b)]. 如 果 01 与 0; 重合 , 则 0, 也 是 F 和 F' 的 相似 中 心 [ 图 18 
(c)]. 

如 果 0, 和 0: 不 同 , 则 直线 0.0; 称 为 图 形 了 ，F, , F' 的 相 
似 轴 ;如果 0, 和 0; 重合 , 则 称 这 个 点 为 图 形 FF，F, ,FF' 的 相似 
中 心 . 

三 相似 中 心 定理 常常 不 很 严格 地 叙述 为 : 三 个 两 两 中 心 
相似 的 图 形 的 三 个 相似 中 心 在 一 条 直线 上 @. 

作为 例子 我 们 考虑 三 个 圆 SS*,S。 的 情形 . 在 一 般 情况 
下 , 即 当 它 们 之 中 任何 两 个 都 不 全 等 时 ,每 一 对 圆 有 两 个 相似 
中 心 , 即 外 相似 中 心 和 内 相似 中 心 , 所 以 总 共有 六 个 相似 中 
心 , 它们 藩 在 四 条 相似 轴 上 (图 19). 如 果 这 些 圆 中 有 两 个 全 
等 , 则 这 两 个 全 等 的 圆 就 没有 外 相似 中 心 ,于 是 有 五 个 相似 中 
心 , 它们 落 在 四 条 相似 轴 上 . 如 果 这 三 个 圆 都 全 等 , 则 有 三 个 
相似 中 心 和 三 条 相似 轴 . 还 有 ,如 果 这 三 个 圆 的 中 心 不 在 一 条 


(D 这 个 定理 的 一 个 完全 不 同 的 证 明 概 述 在 第 三 册 第 二 章 的 最 后 一 段 . 

四 ”三 个 相似 中 心 重 合 的 情形 包含 在 这 个 氢 述 中 , 这 个 氢 述 对 三 个 相似 中 
心 存在 的 所 有 情形 都 成 立 . 正文 中 所 指出 的 不 精确 之 处 在 于 这 里 我 们 已 经 排除 
考虑 三 个 图 形 1, Fs,F， 中 有 两 个 全 等 的 情形 . 参看 第 三 册 第 一 章 8$ 2. 
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疼 19 
直线 上 , 则 所 有 的 相似 轴 互 不 相同 ; 如 果 这 些 中 心 共 线 , 则 相 
似 轴 全 都 重合 ;还 可 能 磁 巧 有 三 个 相似 中 心 重 合 , 这 时 三 个 图 
的 四 条 相似 轴 中 有 一 条 变 成 了 一 个 相似 中 心 .@ 

三 相似 中 心 定理 有 一 个 漂亮 的 立体 几何 式 的 证 明 . 我 们 
用 字母 x 表示 三 个 图 形 了, F,,7' 所 在 的 平面 . 把 图 形 F, F, ， 
rr 扩展 成 空间 图 形 丘 ,F,, 霹 , 它们 是 以 同样 的 相似 中 心 
01,0,, 0 两 两 中 心 相似 的 (图 20) @. 如 果 PF 不 是 中 心 相似 于 


一 一 一 一 


人 ”我 们 建议 读者 自己 去 画 出 图 形 , 说 明 所 有 可 能 的 情形 . 
名 ”空间 中 的 中 心 相 似 的 定义 和 性 质 类 假 于 平面 上 的 中 心 相似 的 定义 和 社 
质 . 
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图 20 

,而 是 由 经 过 平移 得 到 , 则 所 也 是 由 经 过 同一 平移 得 
到 . 设 4 是 的 任意 一 个 不 在 平面 x 上 的 点 , 命 4, 和 4 是 4 
在 名 和 到 中 的 对 应 点 . 于 是 直线 4.4 过 01,414' 过 0 , 44 过 
0 (或 平行 于 把 5 变 到 Pr .的 平移 的 方向 ). 因此 , 若 0. 和 0; 重 
合 , 则 直线 4.4 和 4' 4 也 重合 . 所 以 直线 44 也 必定 与 
44, 和 4i4 重合 , 这 意味 着 44 和 平面 x 的 交点 0 与 0. 和 0 
重合 . 如 果 0 天 0 则 过 4,4, ,4' 的 平面 与 x 交 于 一 直线 
这 条 直线 过 所 有 的 三 个 相似 中 心 0.,0, ,0, 或 过 0; 和 0, 并 且 
平行 于 把 图 形变 到 严 的 平移 的 方向 . 

21. 设 阅 5 与 立 5, 和 8S, 都 相 切 . 证 明 联 结 切 点 的 直线 过 
5S, 和 5; 的 一 个 相似 中 心 (如 果 8 与 8,1,5; 都 外 切 或 都 内 切 , 则 
这 个 相似 中 心 是 外 相似 中 心 ,否则 是 内 相似 中 心 ). 

这 个 问题 还 将 出 现在 第 三 册 第 二 章 81 中 (参看 问题 
212). 

22. 用 三 相似 中 心 定理 导出 问题 13Cc) 的 一 个 新 解法 . 
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23. (a) 设 圆 5S, 和 58, 外 切 于 M,〈( 即 它们 在 MM, 点 相 切 ， 并 
且 任 何 一 个 都 不 在 另 一 个 之 内 ); 圆 S 和 S, 外 切 于 
Ms; 圆 5; 和 Si 外 切 于 Ms [图 21 (a)]. 命 4 是 8 的 任意 一 点 ， 
”4,; 是 直线 4 与 8。 的 第 二 个 交点 ; 4; 是 4,M, 与 5， 的 第 二 个 
交点 ; 4 是 4 与 8 的 第 二 个 交点 . 证 明 4 与 4 是 8 的 对 径 
点 由， 

把 本 题 的 结果 推广 到 任意 奇数 个 相 切 圆 的 情形 . 

(b) 设 圆 Si 和 和， 外 切 于 Mi; 圆 S: 和 &S， 外 切 于 M,.; 圆 Ss 和 5， 
外 切 于 M, ; 最 后 S; 与 5, 外 切 于 MC 图 21(b)) . 命 4 是 S 上 

”任意 一 点 ，4; 是 直线 41M1 与 5; 的 第 二 个 交点 ; 4s 是 4,M4s 与 5， 
， 的 第 二 个 交点 ，4, 是 4sM4 与 8, 的 第 二 个 交点 ; 4: 是 4 与 8， 
“一 的 第 二 个 交点 .证明 4 与 4; 重合 @， : | 

把 本 题 的 结果 推广 到 任意 偶数 个 相 切 圆 的 情形 . 

“(Cc) 在 前 面 (a), (b》 中 ， 如 果 我 们 不 坚持 要 求 每 两 个 圆 都 
彼此 外 切 ， 结 果 如 何 ? 

24. 设 圆 尺 和 8S 外 切 于 点 MM,t 是 这 两 圆 的 公 切 线 , 它 分 
别 与 和 5 在 NV 和 P 相 切 ( 图 22). 命 4 是 RR 上 任意 一 点 , B 
是 直线 4M 与 8 的 第 二 个 交点 . 过 NN 引 直 线 平行 于 PB, 设 这 

25. 设 4BC 是 给 定 的 三 角形 ,* 是 平行 于 BC 的 直线 , 分 

别 与 边 4C 和 4B 交 于 点 K 和 工 ;m 是 平行 于 C4 的 直线 ,分 别 
与 边 B4 和 BC 交 于 点 MM 入 ;zp 是 平行 于 4B 的 直线 ,分 别 与 
@ ”例如 ,如果 = Ma: ， 则 直线 4:M: 必 须 用 8: 在 M: 的 切线 代替 , 所 以 也 有 
A; 二 M;. 

加 见 注 QQ， 
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| 图 22 | 
边 CB 和 C4 交 于 点 P 和 8. 证 明 ;: 如 果 4B 和 KM, BC 和 MO， 
C4 和 PL 的 交点 都 存在 , 则 它们 共 线 . 
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26. (a) 设 已 是 平面 上 任意 一 点 ,D,B,R 分 别 是 给 定 的 三 
和 角形 ABC 的 边 AB, BC, CA 的 中 点 ， EK,L,M 分 别 是 P 关于 已， 
,FF 的 对 称 点 .证明 线 段 CK，AL，BM 交 于 同一 点 8, 并 且 9 
是 这 些 线段 的 中 点 . 

(b) 设 (a) 中 的 点 己 沿 着 圆 S 移动 , 问 点 8 描 出 怎样 的 
路 径 ? 

27. 设 M,N,P 是 三 角形 4BC 的 边 48, BC, C4( 或 它们 的 
延长 线 ) 上 的 三 个 点 .证 明 

(a) 三 点 ,N,P 共 线 , 当 且 仅 当 


AM .BN_CP 


BM CN APF. 一 


( 梅 湿 劳 定理 ) 
(b) 三 条 直线 CMH,4N,BP 共 点 或 平行 , 当 且 仅 当 
AM .BN .CP 


.二 一 1 


BM CN 4 


( 赛 瓦 定理 ). 
梅 涅 劳 定理 和 塞 瓦 定理 还 将 出 现在 第 三 册 第 一 章 82 中 
见 问 题 34(a),(b)]D. 那里 给 了 这 些 重要 定理 的 很 多 应 用 @. 
28. (a) 用 问题 18(a) 和 14(a) 中 的 断言 导出 第 一 册 第 二 
章 $ 1 中 问题 34(a) 的 一 个 新 解法 . 


(D 在 27() 中 我 们 必须 证 明 两 个 定理 : 1) 基点 M,N,P 在 一 条 直线 上 , 则 
AM BN CP 


一 一 一 一 一 了 


BM CN .4P 
‘条件 的 必要 性 );2，〉 若 
AM BN CP : 


BM CN AP—1 


则 点 ， 忆 ,N,P 在 一 条 直线 上 (条件 的 充分 性 ). 对 问题 27(b) 也 作 类 和 似 的 说 明 . 关于 
线段 比 的 符号 的 概念 见 第 10 页 . 
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(b) 设 4,4:,44, 是 圆 SS 上 的 四 个 点 ; 05002004 分 
别 是 三 角形 4,4344,414341,414s44, 414s4; 的 欧 拉 圆 [ 见 问题 
17 (a 站 的 中 心 . 证 明 四 边 形 0,0;0304 以 一 1/2 为 相似 系数 ， 中 
心 相 似 于 四 边 形 4 A14,4;44, (图 23). 


。 图 23 


[ 换 句 话说 ， 如 果 点 Ai, A,, 4A;, A, 在 一 个 圆 上 ， 则 联结 它们 
中 的 每 一 点 到 其 余 三 点 张 成 的 三 角形 的 欧 拉 圆 的 中 心 所 得 的 
四 条 线段 交 于 一 点 ,并 且 这 些 线 段 被 这 点 分 成 2: 1) 

29. 设 41,42,4;,44 是 圆 S 上 的 点 ; 有 Hs,H3, Hi, Hl 分 别 是 
三 角形 4.4。4;, 4A14;241，A1A;4A,，A.As4 的 高 的 交点 . 从 4 4,， 
A;, As, Hi, H,., H,, H, 中 选取 由 下 标 互 不 相同 的 三 个 点 组 成 
的 点 组 , 并 考 虚 以 这 些 点 组 作为 顶点 的 所 有 的 三 角形 (例如 ， 
三 角形 4,4,44 和 4H8H, 是 允许 的 , 而 三 角形 414s8s 是 不 允许 
的 ， 因 为 4 和 H， 有 相同 的 下 标 ). 这 种 三 角形 共有 
(8。6。4)76 一 32 个 . 对 每 个 这 样 的 三 角形 可 以 作 一 个 欧 拉 
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圆 [ 见 问题 17(a)]. 证 明 

(a) 这 32 个 圆 中 仅 有 8 个 是 不 同 的 ; 

(b) 这 8 个 圆 都 全 等 ,并 且 相 交 于 同一 个 点 ; 

(c) 可 以 把 这 8 个 圆 分 成 两 组 , 使 得 任意 一 组 中 的 四 个 
圆 的 圆心 以 1/2 为 相似 系数 , 分 别 中 心 相 似 于 四 个 点 
4A1,A:,4;，44 ,并 且 以 一 1/2 为 相似 系数 ， 分 别 中 心 相似 于 四 个 
点 BH1,H;,,H,,H,. 


2. 螺旋 相似 与 脱 胀 反射 正 向 相似 与 反 向 相似 的 图 形 


设 P, 是 与 图 形 中 心 相似 的 图 形 ， 具有 相似 中 心 0 和正 
的 相似 系数 二 将 F, 绕 点 0 转 a 角 到 达 位 置 P' (图 24). 把 F 
变 成 Pr 的 这 个 变换 称 为 螺 次 相似. 于 是 ， 一 个 螺旋 相似 由 两 
个 量 : 相似 系数 和 转角 a 来 刻 划 . 点 0 称 为 这 个 螺旋 相似 的 
中 心 . 


F, 一 
/NX 
FA, 
~ \ | 
一 一 ~ / 
a 
人 一 一 -一 -一 一 -9 
0 | A, 1 
\ / 
. \、 /1 
~ pd 
: ~ 一 . 
图 24 


螺旋 相似 也 能 以 如 下 的 方式 实现 : 先 将 正 绕 0 转 过 a 角 
使 之 到 达 位 置 f,, 然后 作 相 似 中 心 为 0, 相似 系数 为 大 的 中 
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心 相似 把 F; 变 到 如 . 换 句 话说 ,中 心 为 0, 转角 为 ae， 相似 条 
数 为 无 的 螺旋 相似 是 一 个 以 0 为 中 心 , 天 为 相似 系数 的 中 心 
相似 和 一 个 绕 点 0 的 转角 为 e 的 旋转 之 和 ,， 这 个 和 与 两 个 变 
换 施 行 的 次 序 无 关 @. 由 此 可 见 ,车 "由 经 过 以 0 为 中 心 ， 
以 a 为 转角 ,以 # 为 相似 系数 的 螺旋 相似 得 到 , 则 反 过 来 ,7 
也 可 以 由 经 过 一 个 螺旋 相似 (有 相同 的 中 心 0, 转角 为 
一 a, 相似 系数 为 1/t) 得 到 . 因而 我 们 可 以 说 这 两 个 图 形 是 一 
对 螺旋 相似 的 图 形 . 

螺旋 相似 把 每 条 直线 1 变 成 一 条 新 的 直线 [图 25(a)]. 
为 了 作出 2 ,我 们 首先 必须 作出 以 0 为 相似 中 心 ,以 为 相似 
系数 , 中心 相似 于 ! 的 直线 二 ,然后 再 把 五 绕 点 0 转角 使 之 ， 
到 达 位 署 ! .直线 上 与 构成 角 ( 见 第 一 册 第 24 页 ). 每 个 
S 经 过 螺旋 相似 变 成 新 的 圆 S [图 25(b)]. 8' 的 中 心 4' 是 
S 的 中 心 4 在 这 个 螺旋 相似 下 的 像 ,8S' 的 半径 ” 等 于 如 ,这 
里 > 是 8 的 半径 ,t 是 相似 系数 . 

绕 一 点 的 旋转 是 螺旋 相似 的 特殊 情形 (相似 系数 一 1). 
这 使 得 我 们 可 以 把 第 一 册 中 某 些 用 旋转 来 解 的 问题 加 以 推广 . 
但 是 在 解 这 些 更 一 般 的 问题 时 , 我 们 必须 用 螺旋 相似 代替 旋 
转 . 例如 , 对 于 第 一 期 第 一 章 8 2 中 问题 18 的 条 件 , 可 用 “与 
任意 一 个 给 定 的 三 角形 相似 的 三 角形 ”来 代替 “等 边 三 角形 ” 
对 于 问题 20 的 条 件 , 可 以 要 求 “ 圆 8 和 &S。 在 所 求 直线 46 和 4 
上 截 得 的 弦 的 长 度 有 任意 给 定 的 比 ”. 问题 18 和 20 的 这 些 推 
广 的 解法 与 原来 问题 的 解法 类 似 , 我 们 把 它们 留 给 读者 自己 


中 由 此 可 见 , 螺旋 相似 是 这 一 册 引 言 中 所 定义 的 那 种 相似 变换 ， 这 是 因为 
中 心 相 似 是 相 似 变换 ,而 旋转 则 是 保 距 变 换 . 
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螺旋 相似 的 另 一 种 特殊 情形 是 中 心 相似 (相似 系数 为 4 
的 中 心 相似 是 这 样 一 种 螺旋 相似 ， 当 >0 时 , 它 的 转角 a= 
0"; 当 '<<0 时 ,转角 a 二 180°). 与 之 相应 我 们 也 可 以 推广 本 章 
第 一 节 中 的 某 些 问题 . 但 是 在 解 这 些 新 问题 时 ,我 们 必须 用 螺 
旋 相 似 代替 中 心 相似 . 例如 , 在 问题 1 的 条 件 中 , 对 于 点 B 和 
C0, 我 们 可 以 要 求 “ 线 段 48 和 4C 不 是 在 一 条 直线 ! 上 ， 而 是 
分 别 在 过 点 4 并 构成 一 定 角 a 的 两 条 直线 ! 和 m 上”( 见 问题 
34. 它 是 $1 中 问题 13(c) 的 推广 ). 

如 果 螺 旋 相 似 不 是 恒 等 变 换 〈 恒 等 变换 可 以 看 作 是 转角 
为 0, 相似 系数 为 1 的 螺旋 相似 ), 则 相似 中 心 是 它 的 仅 有 的 
不 动 点 . 如 果 螺 旋 相似 不 是 中 心 相 似 ( 即 这 个 螺旋 相似 的 转角 
不 是 0° 或 180°), 则 它 没有 不 动 直线 

30. (a) 在 给 定 的 信 4BC 中 , 作 内 接 三 角形 PXY (点 P 给 
定 在 4B 边 上 ) ,使 它 与 给 定 的 人 LMN 相似 . 

(b〉 在 给 定 的 平行 四 边 形 4BCD 中 , 作 内 接 平行 四 边 形 ， 
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使 它 与 给 定 的 平行 四 边 形 KLMN 相似 . 


人 


图 26 


给 定 两 
个 相交 的 贺 5， 
和 S:，4 是 其 中 
一 个 交点 .过 4 
引 直 线 分 别 与 
Si 和 8S: 交 于 1 
和 M,, 设 N 是 
这 两 个 圆 在 M， 
和 M, 处 切线 的 
交点 .过 圆心 0， 


别 平 行 于 MN 
和 MK:N，, 设 它们 


交 于 点 7( 图 26). 证 明 : 直线 JN 总 过 某 个 定点 ,并 且 线 段 JN 
总 有 同样 的 长 度 (与 直线 M14M; 的 选取 无 关 ). 
32. (a) 作 一 个 可 以 内 接 于 加 的 四 边 形 4BCD, 使 得 它 的 


边 有 给 定 的 长 度 4B==a, BC 一 六 CD 一 c,D4 一 4 


(b) 给 定 四 边 形 48BCD 的 对 角 8B 与 D 之 和 以 及 边 长 4B 


二 a, BC 一 5 CD 一 cy,D4 一 4, 求 作 这 个 四 边 形 . 


问题 (a) 是 问题 (b) 的 特殊 情形 . 


33. 设 与 8 是 两 个 相交 的 圆 , M 是 它们 的 一 个 交点 ; 设 
l 是 任意 一 条 过 MM 的 直线 , 分 别 交 R 和 5 于 点 4 和 BO. 当 1/ 


变动 时 , 求 下 列 各 种 点 的 轨迹 : 


@ 例如 ,着 1 与 8 相 切 , 则 点 8 一 M( 参 看 第 33 页 上 的 注 ). 


40 


(a) 把 线段 4B 分 成 给 定 的 比 48/8B 二 m/n 的 点 @; 


图 27 
成 定 角 %. 〈 两 圆 的 交角 是 指 在 交点 处 它们 的 切线 的 夹 角 . 相 


切 的 圆 的 交角 是 0; 不 相交 的 圆 不 构成 角 . ) 


(b) 以 线段 
4B 为 一 边 的 等 


边 人 4BC 的 顶点 
C; 


(c) 以 一 固 
定点 0 为 起 点 ， 
与 线段 4B 平 
行 、 相 等 是 有 相 


z 同方 回 的 线段 
”OP 的 端点 PQ@. 


34. 作 
S, 使 它 与 两 条 


给 定 的 直线 


4 和 ls 相 切 , 并且 
与 给 定 圆 S 交 


设 图 形 F' 是 由 图 形 7 经 过 转角 为 a, 相似 系数 为 不 的 螺 
旋 相 似 得 到 的 (图 27). 命 48 和 4' 8 是 这 两 个 图 形 中 任意 
两 条 对 应 线段 . 这 时 有 4' B' /48B = 二 《因为 在 图 27 中 ，F| 是 
由 经 过 转角 为 a 的 旋转 得 到 的 ,FP' 是 由 ,经 过 系数 为 的 
中 心 相似 得 到 的 ,我 们 有 418, 一 48,4' B' /418, 二 k) ,并 且 线 


Q@ 换 句 话说 , 在 问题 33 (ce) 中 , 我 们 要 找 以 固定 点 0 为 起 点 且 与 入 相等 


的 向 量 7 的 端点 P 的 轨迹 . 
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段 4 有 与 48 的 夹 角 等 于 a (因为 48 与 41B1 的 夹 角 等 于 a， 
而 且 4'B /4.81). 所 以 图 形 Fr 与 f 中 的 对 应 线段 有 定 比 
k, 并 且 构 成 定 角 a. 现在 我 们 证 明 , 反 过 来 , 车 的 每 个 点 以 
这 样 的 方式 对 应 于 F' 的 点 ,使 得 两 个 图 形 中 的 对 应 线段 有 定 
比 x, 并 且 构 成 定 角 a ( 当 按 一 确定 方向 把 图 形 F 的 线段 转 a 
` 角 时 , 这 些 线段 变 得 与 图 形 fF' 中 的 对 应 线段 平行 )， 则 与 
F' 彼此 是 螺旋 相似 的 . 事实 上 , 设 M 和 M' 是 F 和 FF" 中 任意 
两 个 对 应 点 (图 27). 在 线段 MM 上 作 . 人 MM'O. 使 得 
OM' /OM = 二, 并且 MOM' 二 a@( 若 >>180°, 则 作 三 角形 使 
得 MOM' 二 360° 一 a). 

以 0 为 中 心 ,a 为 转角 ， ,为 系数 的 螺旋 相 . 似 把 好 变 到 
M'. 我 们 证 明 它 把 Ff 的 每 个 点 4 变 到 4 在 Fr 中 的 对 应 点 
h' .考虑 A 人 OHM4 和 OM' 4'. 在 这 两 个 三 角形 中 ，OM' /0M = 
MH' 4 7VMH4( 因 为 由 人 OM' M 的 作法 有 0M' /0M ==%, 而 由 假 
设 有 M' 4 /MA 二 =), 并 且 LOMA4 二 人 OM' 4 (因为 由 作 
法 OM 和 0M' 的 夹 角 等 于 a, 而 由 假设 M4 与 M' 4' 的 夹 角 
也 等 于 a. 见 第 一 册 第 26 一 27 页 ), 因此 它们 是 相似 的 由 此 
得 到 04' /04==k, 并 且 了 人 404' = 人 MOM' =a( 因 为 人 40M 
= 和 4'0M' ). 而 这 就 意味 着 我 们 的 螺旋 相似 把 4 变 成 4' . 

现在 容易 回答 这 样 的 问题 : 两 个 螺旋 相似 的 和 是 什么 ? 


中 首先 必须 作 一 个 顶 角 为 a, 相 邻 两 边 之 比 等 于 * 的 辅助 三 角形 7 了 ,由 于 7 
相似 于 入 MOM' ,所 以 7 确定 了 八 MOM' 的 底 边 MM' 的 对 角 . 我 们 把 人 MM'0O 
作 在 线段 MM' 的 这 样 一 边 , 使 得 把 直线 OM 变 到 OM' 所 要 作 的 (转角 为 o) 旋转 
与 把 的 线段 变 成 平行 于 它 在 Fr 中 的 对 应 线段 所 作 的 (转角 为 a) 旋转 , 两 者 的 
旋转 方向 一 致 . 

点 也 可 通过 求 两 圆 强 的 交点 找 出 来 , 其 中 一 个 圆 弧 上 的 每 个 点 对 线段 
MM' 的 视角 为 oa, 另 一 个 贺 弧 是 到 M 和 M' 的 距离 之 比 等 于 《的 点 的 轨迹 . 
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设 图 形 F, 是 由 图 形 F 经 过 中 心 为 01 ,相似 系数 为 4 ,转角 为 
ai 中 的 螺旋 相似 而 得 到 , 而 图 形 F' 是 由 F, 经 过 中 心 为 0，,， 相 
似 系 数 为 ,转角 为 as 的 螺旋 相似 得 到 . 设 4B，41B, ，4' B! 
是 这 三 个 图 形 中 的 对 应 线段 (图 28). 于是，41B1/4B 二 ,并 
且 线 段 48B 和 4B, 构成 角 co4'BV4B= 一 加， 并 且 线 段 
4B, 和 4' B' 构成 角 as .所 以 有 、 


A'B' _AB,. A'B! 


— kk,, 


并 且 线 段 4B 
和 4' B' 构成 
角 w 十 as ( 见 
第 一 册 第 28 
页 中 的 注 ). 这 
样 一 来 , 图 形 
和 Fr 中 的 
对 应 线段 有 征 
比 zts， 且 构 

图 28 .| 成 定 角 w 十 as. 
由 前 面 的 证 明 ， 这 意味 着 严 是 由 经 过 转角 为 o 十 os ， 
相似 系数 为 kt; 的 螺旋 相似 而 得 到 ; 或 者 在 oi 十 a == 360°， 
kiks 二 1 的 情形 下 , 是 由 三 经 过 一 个 平移 而 得 到 . 因此 ,两 个 
相似 系数 为 所 和 已， 转角 为 w 和 ws 的 螺旋 相似 之 和 是 一 个 新 
的 螺旋 相似 , 其 相似 系数 为 tt, 转角 为 gi 十 os; 在 kk, 二 


AB AB AiB, 


中 在 这 里 以 及 在 后 面 , 旋转 角 总 是 按 某 个 固定 的 方向 (例如 按 反 时 针 方 
问 ) 来 度量 . 
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1 ,并且 十 as 一 360" 中 的 例外 情形 下 , 这 两 个 螺旋 相似 之 和 
是 一 个 平移 多. . 

让 我 们 来 找 作为 这 两 个 给 定 螺旋 相似 之 和 的 那个 螺旋 相 
似 的 中 心 0 (或 找平 移 的 方向 和 距离 ). 如 果 两 个 螺旋 相似 的 
中 心 0: 和 0; 重合 , 则 显然 0 也 与 它们 重合 . 现在 假设 0 与 0， 
不 重合 . 这 两 个 螺旋 相似 之 和 把 点 01 变 到 点 0;， 实 际 上 只 是 
第 二 个 旋转 把 0, 变 到 点 01 (因为 第 一 个 旋转 保持 O, 不 动 ). 
不 难 作出 点 0 . 这 两 个 变换 之 和 把 某 个 点 0, 变 到 0,, 实际 上 
只 是 第 一 个 旋转 把 点 0, 变 到 0;( 因 为 第 二 个 旋转 保持 0; 不 
动 ). 点 0, 容易 作出 .因此 , 若 zj 一 1,， 并 且 w 十 os 一 360* ， 
则 线段 0.0, 和 线段 0.0; 平行 、 相 等 并 且 有 相同 的 方向 [图 29 
(a)). 这 两 个 线段 的 长 度 和 方向 就 是 所 给 的 两 个 螺旋 相似 之 
和 的 那个 平移 的 距离 和 方向 . 如 果 两 个 螺旋 相似 之 和 是 另 一 
个 螺旋 相似 , 则 这 个 新 的 螺旋 相似 把 线段 0.0: 变 成 线段 010， 
[图 29(b)j. 

我 们 现在 说 明 如 何 去 找 把 给 定 线 段 48 变 成 男 一 条 给 定 
.线段 4 B' 的 (在 这 里 是 0;0; 变 成 010, ) 螺旋 相似 的 中 心 0@. 
在 这 两 个 线段 间 的 夹 角 是 180° 或 360", 并 且 它 们 的 长 度 不 相 
等 , 则 这 个 螺旋 相似 就 是 中 心 相似 . 在 这 种 情形 下 , 0 就 是 直 
线 44 和 BB' 的 交点 [图 30(a)], 现在 设 这 两 个 线段 间 的 夹 角 


(D 更 确切 地 说 , ai 十 a: 是 360" 的 倍数 ( 见 第 一 册 第 28 页 的 注 ). 

名 我 们 建议 读者 设法 给 出 螺旋 相似 加 法 定理 的 另 一 个 证 明 , 要 求 这 个 证 
明 只 用 这 种 变换 的 定义 ,而 不 用 “ 若 在 两 个 图 形 中 对 应 线段 有 定 比 , 并 且 构 成 定 
角 , 则 它们 可 以 彼此 经 过 螺旋 相似 得 到 ”这 个 事实 . 

岛 为 了 找 中 心 0, 我 们 也 可 作 一 个 项 角 为 m 十 ax[ 或 360" 一 《a 十 as) , 邻 
边 之 比 为 tw 的 辅助 三 角形 ,用 这 样 的 方法 确定 入 01010 的 底 角 ( 见 第 42 页 注 ) 
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~ 位 / 
~ 2 已 1 口 ， 


(a) 全 
图 29 

不 是 180° 的 倍数 ， 即 线段 4B 和 4' B' 不 平行 , 命 P 是 48 和 
4' B' 的 交点 [图 30 (b)]. 于 是 人 44' RR 和 人 88' P 的 外 接 圆 
都 经 过 旋转 中 心 0; 事实 上 了 404' = 人 4P4 (转角 404' 等 于 
线段 4B 和 4' 8 间 的 夹 角 APAh' ). 类 似 地 一 BOB' = 人 BPB'. 
所 以 中 心 0 可 以 作为 人 44'P 和 八 BB'P 的 外 接 圆 的 第 二 个 
交点 而 被 确定 出 来 [图 30(b)]， 

如 果 这 两 个 图 在 点 P 相 切 [图 30 (ce)], 即 若 人 P44 = 
人 PBB' (这 两 个 角 都 等 于 直线 P4' B' 与 两 圆 在 P 处 的 公 切 
线 的 夹 角 ), 则 0 二 PP( 因 为 人 人 AP44 与 人 PBB' 外 似 ， 我 们 
有 P4' /PA= PB' /PB). 

: 我 们 还 要 注意 把 4B 变 到 4' B' 的 螺旋 相似 的 中 心 与 把 
44' 变 到 BB' 的 螺旋 粗 似 的 中 心 是 相同 的 . 事实 上 ,车 和 404 
二 /BOB! 二 a, 并 上 且 04' /04=0B’' /0B= 二 kk,， 则 有 408B = 
了 4'0B' 二 8 (在 图 31 中 , hp 一 a 十 人 4'0B), 并 且 04/08B = 
04' /0B' 一 上 .由 此 可 见 中 心 0 也 可 以 作为 人 4B8 和信 4'B'Q 
的 外 接 圆 交点 被 定 出 来 , 这 里 8 是 直线 44' 和 BB' 的 交点 
(或 者 当 44' // BB' 时 ,0 就 是 直线 4B 和 4' B' 的 交点 . 这 种 
情形 如 图 30(c) 中 所 示 , 当 人 和 俯 44'P 和 人 和信 BB'P 的 外 接 圆 在 P 
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相 切 的 时 候 出 现 ). 

35. 在 平面 上 给 定 四 条 直线 44s,4s,4s ,它们 之 中 任何 三 
条 不 交 于 一 点 , 并 且 任 何 两 条 都 不 平行 .证明 : 由 这 些 直线 所 
构成 的 四 个 三 角形 的 外 接 圆 交 于 同一 点 (图 32). 

参看 第 二 章 § 1 中 问题 62 (a). 在 第 三 册 第 二 章 $ 1 问题 
218(a) 中 可 以 看 到 问题 35 的 一 个 更 有 意义 的 推广 . 

36. 设 5S, 和 8s 是 分 别 以 0, 和 0s 为 中 心 的 两 个 圆 , 它们 相 
交 于 点 4. 考虑 顶点 在 4 的 一 个 定 角 a. 命 MM 和 MM 是 这 个 角 
的 两 条 边 与 圆 5S, 和 5, 的 交点 , 7 是 直线 01M1 和 0,M, 的 交点 
(图 33). 

(a) 证明; 当 这 个 角 绕 点 4 转动 时 ,和 八 M,Mw 的 外 接 圆 总 
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经 过 某 固定 点 0 

(b) 对 应 于 各 种 可 能 的 角 w, 找 出 (a) 中 所 叙述 的 点 0 的 
轨迹 . / 

“37. 求 作 " 边 形 , 使 得 分 别 以 它 的 "条 边 为 底 作 与 "个 给 
定 的 三 角形 相似 的 三 角形 时 ,， 这 些 三 角形 的 顶点 
Mi,Ms，…，M, 为 给 定点 . 问 在 什么 条 件 下 这 个 问题 无 解 ? 什 
么 时 候 有 一 个 以 上 的 解 ? 

这 个 问题 是 第 一 册 第 一 章 $2 问题 21 的 推广 . 

38.- 设 8, 和 5, 是 相交 于 点 M 入 的 两 个 圆 . 命 4 是 8， 
上 任意 一 点 , B 是 直线 4M 与 圆 8, 的 第 二 个 交点 , C 是 BN 与 
S, 的 第 二 个 交点 ,D 是 CM 与 8, 的 第 二 个 交点 ,是 DN 与 8， 
的 第 二 个 交点 @. 


中 可 能 出 现 几 个 例外 情形 . 首先 , 若 4 一 M, 则 直线 4M 用 851 在 MM 的 切线 
代替 :其 次 , 若 4 处 于 这 样 的 位 置 ,使 得 4M 与 8: 相 切 , 则 .8 与 M 重合 ,所 以 C 也 
与 M 重合 . 于 是 正如 第 一 种 情形 一 样 , 直线 CM 必须 用 5S; 在 M 的 切线 代替 . 参 
看 第 33 页 上 问题 23(a) 的 注 ， 
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(a) 证 明 距 离 
4 不 依赖 于 8S, 上 初 
始点 4 的 选取 , 而 仅 
依赖 于 圆 S, 和 8，. 

(b) 者 要 使 瑟 
与 4 重合 , 问 8 与 5， 
必须 处 于 怎样 的 位 
置 ? 

39. 设 SS S， 
是 三 个 圆 ， 其 中 每 一 图 33 
个 都 与 其 它 两 个 相交 ,并 命 4 是 S, 上 的 任意 一 点 
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(a) 假设 三 个 圆 有 -一 公共 交点 N. 命 M1, Ms,M， 分 别 是 
S, 和 8,S; 和 Ss,8, 和 8, 的 第 二 个 交点 [图 34 (a)]. 设 4; 是 
直线 4.M 与 5; 的 第 二 个 交点 ，4; 是 直线 4M; 与 8; 的 第 二 
个 交点 ， 4 是 直线 431f: 与 S， 的 第 二 个 交点 出 证 明 A 与 4 
重合 . : 


图 34(a) 


“(b》 假设 三 个 圆 没有 公共 点 , 并 设 5 与 5; 交 于 点 

Mi 和 Ni, Ss 与 5s 交 于 点 Ms, 和 NS 与 51 交 于 点 Ms 和 Ns 
[图 34 (b)]. 命 4 是 4M, 与 8; 的 第 二 个 交点 ，4s 是 4: M， 
与 5 的 第 二 个 交点 ，44, 是 4; Ms 与 8: 的 第 二 个 交点 ，4s 是 
4, Ni 与 8; 的 第 二 个 交点 ，4。 是 4s Ns 与 5; 的 第 二 个 交点 ， 
41 是 4s Ns 与 S, 的 第 二 个 交点 @, 证明: 4 与 4, 重合 . 


@ 例如 ,车 41M 与 5: 在 MM, 相 切 , 则 我 们 认为 4: 与 MM, 重合 ; 另 一 方面 , 若 点 
4: 与 于 ;重合 , 则 直线 4:M: 是 指 S: 在 M: 的 切线 (参看 问题 38 的 注 ). 
人 见 问 题 38 和 39(a) 的 注 . 
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把 问题 39 (a) 和 《by) 
的 结果 推广 到 任意 多 个 两 
两 相交 的 圆 的 情形 . 
40. 设 SL 和 SS, 是 相交 
于 点 M 和 X 的 两 个 圆 ，/ 
是 一 条 直线 , 4 是 S, 上 的 
任意 一 点 . 
(a) 设 上 与 S 交 于 
点 KK 和 工 , 并且 与 8, 交 于 
点 PP 和 8 [图 35(a) ]. 命 
B 是 直线 4M 与 圆 8, 的 
图 34(b) 第 二 个 交点 , C 是 平行 于 
BP 的 直线 KC 与 8, 的 第 二 个 交点 ,DP 是 直线 CN 与 8: 的 第 二 
个 交点 , B 是 平行 于 D8 的 直线 L5 与 5, 的 第 二 个 交点 了 .证 
明 瑟 与 4 重合 . 
(b) 设 直 线 :与 S, 和 SS, 分别 在 点 天 和 了 相 切 [图 35(b)]. 
命 B 是 直线 4M 与 8; 的 第 二 个 交点 , C 是 平行 于 BP 的 直线 
KC 与 8; 的 第 二 个 交点 , D 是 直线 CN 与 8; 的 第 二 个 交点 , 电 
是 平行 于 DP 的 直线 KB 与 8, 的 第 二 个 交点 @. 证 明 吾 与 4 
重合 . 本 
设 图 形 m, 中 心 相似 于 图 形 P, 以 0 为 相似 中 心 , 并 具有 
( 正 的 ! ) 相似 系数 大 命 r 是 由 经 过 对 于 过 0 的 某 直线 / 
作 有 反射 得 到 的 图 形 (图 36). 这 时 我 们 称 fF' 是 由 经 过 相似 


OD” 见 间 题 38 和 39(a) 的 注 . 
人 见 问题 38 和 39(a) 的 注 . 
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系数 为 的 膨胀 反射 而 得 到 的 ; 点 0 和 直线 ! 分 别称 为 这 个 
膨胀 反射 的 中 心 和 轴 . 这 个 膨胀 反射 也 可 以 通过 另 一 种 方式 
来 实现 : 先 作 关于 直线 /的 反射 ,把 变 到 F, ,然后 作 中 心 为 
0, 系数 为 的 中 心 相 似 把 7, 变 到 F' . 换 句 话说 , 膨胀 反射 是 
一 个 以 0 为 中 心 的 中 心 相 似 与 一 个 关于 过 O 的 直线 ! 的 反射 
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之 和 ,这 个 和 与 两 个 变换 施行 的 次 序 无 关 @， 


图 36 


显然 , 车 图 形 所 是 由 图 形 经 过 膨胀 反射 得 到 的 , 则 反 
过 来 ,也 可 以 由 ' 经 过 膨胀 反射 (有 相同 的 中 心 0 和 轴 4， 
但 相似 系数 为 1/#) 得 到 . 因此 我 们 可 以 说 图 形 和 严 是 互 


@ 由 此 可 见 , 脱 腾 反射 是 本 书 引言 中 所 定义 的 相似 变换 (因为 它 是 一 个 相 
似 变换 与 一 个 保 距 变换 之 和 )， 
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相 由 膨胀 反射 得 到 的 . 脱 胀 反射 把 直线 n 变 成 新 的 直线 w 
[图 37(a)] ,把 圆 S 变 成 新 的 贺 S' [图 37(b)). 


图 37 


如 果 膨 胀 反 射 不 是 关于 某 直 线 i 的 反射 (关于 直线 的 反 
射 可 以 看 作 相 似 系数 等 于 1 的 膨胀 反射 ), 则 它 仅 有 的 不 动 点 
是 变换 的 中 心 0. 膨胀 反射 (如 果 不 是 关于 直线 的 反射 ) 仅 有 
的 不 动 直线 是 变换 的 轴 上 /和 :在 点 0 的 垂 线 . 

41. 设 给 定 直 线 !/ 和 它 上 面 的 一 点 4, 以 及 两 个 圆 5， 
5S. 求 作 三 角形 4BC, 使 得 直线 ! 是 它 的 角 4 的 平分 线 , 它 
顶点 3 和 分 别 在 圆 $， 和 S。 上 ， 并 上演 如 和 4 有 给 定价 
比 m:n. 

42. 在 下 面 各 种 已 知 条 件 下 求 作 四 边 形 ABCD, 使 得 它 的 

对 角 线 4C 平分 角 4; 

(a) 已 知 边 48B 和 4D, 对 角 线 4C, 角 B 和 和 角 DD 之 差 ; 
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(b) 已 知 边 BC 和 CD, 边 48 与 4D 之 比 , 角 B 和 角 D 之 
差 ; 

(c) 已 知 边 48 和 4D, 对 角 线 4C, 边 BC 与 CD 之 比 . 

43. 把 问题 42 中 的 条 件 “ 对 角 线 4C 平分 角 4” 改 为 更 一 
般 的 条 件 :“ 角 B4C 与 角 D4C 有 给 定 的 差 "””, 再 求解 同样 的 问 
题 ， 

44. 在 平面 上 给 定 两 条 直线 4 和 4 对 平面 上 每 个 点 W 
以 如 下 的 方式 关联 一 个 新 的 点 M'. 

(a) 设 m 是 过 点 MM 的 直线 , 并 且 普 介 于 4 和 之 间 的 线 
段 P@ 被 MW 所 平分 出 . 设 忆 是 PP 在 4 上 的 垂直 投影 , @& 是 8 
在 澡 上 的 垂直 投影 , 命 M' 是 P' 8' 的 中 点 [图 38(a)]. 

(b) 设 0 是 4 和 总 的 交点 ，M 和 1 分 别 是 点 W 在 4 和 
上 的 垂直 投影 , 命 M' 是 三 角形 0M,M, 的 高 的 交点 ( 即 垂 心 ) 
[图 38(b)]. 

现在 假设 w 描 出 圆 S, 问 M' 将 描 出 什么 样 的 轨迹 ? 

正 象 我 们 曾经 把 正 向 全 等 图 形 与 反 向 全 等 图 形 加 以 区 别 
一 样 ( 见 第 一 册 第 55 页 ) ,我 们 也 把 平面 上 的 两 类 相似 图 形 加 
:以 区 别 . 设 中 和 Fr 是 两 个 相似 图 形 , 用 ,表示 以 rr 和 中 
的 对 应 线段 之 比 为 相似 系数 , 中 心 相似 于 的 图 形 , 如 果 太 ， 
与 F' 正 向 全 等 [图 39 (a)], 则 称 F 与 Pr 是 正 向 相似 的 ; 若 局 ， 
“与 所 肥 疝 全 等 , 则 称 f 与 fF' 是 反 向 相似 的 [图 39(b)]. 仅 当 
两 个 相似 图 形 是 正 向 相似 或 反 向 相似 对 我 们 来 说 是 无 关 紧 要 
的 情况 下 ,我 们 才 不 加 修饰 地 说 这 两 个 图 形 是 相似 的 . 为 判定 


Q@ 为 了 作出 m, 只 须 过 M 引 任 意 一 条 直线 交 4 于 Pi 然后 在 ws 上 截取 
Mo 一 MP ,于 是 有 Q@e@ {图 38(a)]. 
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(a) 


(b) 


‘| .图 38 
两 个 给 定 的 相似 图 形 和 f' 是 正 向 相似 还 是 反 向 相似 , 只 须 
考虑 中 任意 不 共 线 的 三 个 点 4, 5, C 和 它们 在 F' 中 的 对 应 
点 人 如，B',，C'. 若 与 F' 正 向 相似 , 则 (相似 的 ) 人 4BC 和 
A4' B' 0' 的 边界 的 环绕 方向 相同 ; 否则 它们 的 边界 的 环绕 
方向 相反 [ 见 图 39(a) 和 (Cb)]， z 
现在 我 们 证 明 下 面 两 个 重要 定理 . 
定理 1 平面 上 任何 两 个 正 向 相似 图 形 可 以 通过 一 个 螺 
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旋 相 似 或 平移 使 之 重合 中 


图 39 
这 个 定理 的 证 明 几 乎 与 第 一 基 第 二 章 $2 中 定理 1 的 证 
明 没有 什么 不 同 . 首先 容易 证 明 , 任何 两 条 线段 48 和 4B 
能 够 通过 一 个 转角 等 于 这 两 条 线段 的 夹 角 , 相似 系数 等 于 这 
两 条 线段 之 比 的 螺旋 相似 使 之 重合 . 仅 有 的 例外 情形 出 现在 
这 两 条 线段 不 仅 相等 .平行 并 且 有 相同 方向 的 时 候 , 而 在 这 种 


@ 由 这 个 定理 可 见 , 平面 上 任何 两 个 正 向 相似 但 不 全 等 的 图 形 可 以 通过 
一 个 螺旋 相似 使 之 重合 (因为 车 图 形 可 以 经 过 一 个 平移 使 之 重合 , 则 它们 是 全 等 
的 ). . : 
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情形 下 , 它们 可 以 经 过 一 个 平移 彼此 互 变 ( 见 第 44 页 和 第 一 
册 第 12 一 13 页 ,在 那里 证 明了 一 个 关于 任意 图 形 的 更 一 般 的 
结果 ). 现在 通过 一 个 螺旋 相似 或 平移 把 图 形 的 菜 线段 48 
变 到 与 7 正 向 相似 的 图 形 F' 中 的 对 应 线段 4' B'. 不 难 证 明 
这 个 螺旋 相似 也 把 整个 图 形 F 变 到 r. 它 的 证 明和 完全 类 似 于 
第 一 册 第 二 章 $ 2 定理 1 的 证 明 中 的 最 后 一 部 分 . 

车 与 PF' 可 以 通过 一 个 中 心 为 0 的 螺旋 相似 使 之 重合 ， 
则 称 0O 为 F 和 F' 的 次 转 中 心 ( 有 时 也 称 0 为 相似 中 心 ). 为 
了 找 两 个 正 向 相似 图 形 Ff 与 F' 的 旋转 中 心 ,必须 在 这 两 个 图 
形 中 选取 一 对 对 应 线段 46 与 4' B'. 若 直线 4B 与 水 Bf 相 
交 于 点 P, 直线 44' 与 BB' 交 于 点 8, 则 0 是 和信 PA4' 和 和 作 PBB' 
的 外 接 圆 的 另 一 个 交点 , 或 者 是 人 84B 和 八 84’ B' 的 外 接 圆 
的 第 二 个 交点 ( 见 第 44 一 45 页 ). 车 4B/4 B8', 则 0 与 8 重 
合 . 若 44 /BB' , 则 0 与 P 重合. 最 后 车 4B/ 4 B' ,并 且 .44 
/BB' ， 则 线段 48 和 4' B' 不仅 相等 、 平 行 并 且 有 相同 的 方 
向 ;在 这 种 情形 下 ,图 形 与 Pr 可 以 通过 一 -个 平移 彼此 互 变 ， 
因而 没有 旋转 中 心 . : 

定理 2 平面 上 任何 商 个 反 向 相似 图 形 可 以 通过 一 个 及 
胀 反 射 或 滑动 反射 使 之 重合 山 . 

这 个 定理 的 证 明 与 第 一 册 第 二 章 8$ 2 中 定理 2 的 证 明 很 
相似 . 设 PF 是 与 图 形 了 反 癌 相似 的 图 形 , 4 和 B 是 F 中 任意 
两 点 ,4' 和 B' 分 别 是 4 和 B 在 图 形 F' 中 的 对 应 点 . 我 们 要 证 
明 存 在 一 个 膨胀 反射 (或 滑动 反射 ) 把 线段 48 变 成 线段 


@ ”特别 地 , 由 这 个 定理 可 见 , 平面 上 任何 两 个 反 向 相似 但 不 全 等 的 图 形 ， 
可 以 彼此 通过 一 个 膨胀 反射 得 到 (因为 车 两 个 图 形 可 经 过 一 个 滑动 反射 使 之 重 
合 , 则 它们 是 全 等 的 ). 
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4 有 .事实 上 , 命 / 
1, | 是 所 要 找 的 把 4B 
| ao 变 到 4' B' 的 膨胀 
AS (或 滑动 ) 反射 的 
| 轴 (图 位)， 平移 
| AN 4' B' 到 新 的 位 置 
gL/ | 2 4B 由 48 经 过 关 
Ee- Aa 于 /的 反射 所 得 到 
四 的 线段 4.B; ,或 者 
| 是 中 心 相 似 于 
图 40 4 有 ， 或 者 是 由 
4' B 经 过 平移 而 得 到 . 因此 线段 418. 与 48 都 平行 于 4' B'. 
由 于 415, 是 48 关于 /的 反射 像 ， 并 且 4B, 平行 于 人 嫩 , 由 此 
即 知 :平行 于 角 84B 的 平分 线 4 . 
进一步 设 4'B' 关 :48B, 并 且 0 是 把 48 变 到 4'B' 的 膨 
胀 反 射 的 中 心 . 则 :是 三 角形 404 的 一 条 角 平 分 线 , 因此 它 
也 是 三 角形 4041 的 一 条 角 平 分 线 . 所 以 直线 AA! 和 4 的 交点 
MH, 使 得 
A’'M OO4 04! 4B. B! 


一 一 -一 


MA 0A 04 BB 


或 者 
AM 4’'B! 
MA AB 
这 样 一 来 , 车 知道 线段 4B 和 4' B', 则 我 们 能 够 作出 直 
线 !: 它 平行 于 角 B48 的 平分 线 , 并 且 分 线段 44' 为 4 PB' /4B 
(这 个 作法 甚至 当 4' B' 二 4B 时 也 有 效 . 见 第 一 般 第 二 章 $2 
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定理 2 的 证 明 ). 作 关 于 i 的 反射 把 线段 4B8 变 成 平行 于 4' B' 
的 线段 4.8,. 再 作 一 个 以 4' 4 与 (的 交点 0 为 中 心 的 中 心 
相似 (因为 04 / 04,=04' /04=4 M/MA=A' B' /4B) 或 一 
个 沿 直 线 方向 的 平移 , 便 把 4B, 变 成 4 B' . 这样 一 来 ,就 
找到 了 把 线段 48 变 到 线段 4' B' 的 膨胀 (或 滑动 反射. 定理 
2 证 明 中 的 最 后 部 分 几乎 与 第 一 期 第 二 章 定 理 2 证 明 中 的 最 
后 部 分 逐 字 相同 ,在 这 里 我 们 把 它 省 掉 了 . 

定理 2 和 定理 1 可 以 综合 成 下 面 的 命题 : 

平面 上 任何 两 个 相似 图 形 可 以 通过 一 个 螺旋 相似 , 或 者 
一 个 膨胀 反射 ,或 者 一 个 平移 ,或 者 一 个 滑动 反射 彼此 互 变 由. 

这 个 命题 可 以 作为 平面 上 相似 变换 的 定义 〈 见 第 一 册 第 
63 一 64 页 ). 也 就 是 说 , 相似 变换 是 下 面 四 类 变换 中 的 任何 一 

” 1)》 螺旋 相似 (包括 中 心 相似 和 绕 某 个 点 的 旋转 ?; 

2) 膨胀 反射 ; 

3) 平移 ， 

4) 滑动 反射 (包括 关于 直线 的 反射 ) 

把 1)， 3) 类 变换 称 为 正身 相似 变换 ( 它 把 图 形变 成 与 之 
正 向 相似 的 图 形 ), 而 把 2), 4) 类 变换 称 为 反 向 相似 变换 ( 它 
把 图 形变 成 与 之 反 向 相似 的 图 形 ) 是 自然 的 ， 

定理 1 和 定理 2 使 我 们 能 推广 第 一 册 第 二 章 $2 中 的 问 
题 45 一 47: 把 要 求 问 题 45 中 的 线段 4X 和 BY, 问题 46 中 的 
线段 4X, BY 和 CZ, 问题 47 中 的 线段 BP, P89 和 8C “是 全 等 


WW ”特别 地 , 任何 两 个 相似 但 不 全 等 的 图 形 , 可 以 通过 一 个 螺旋 相似 , 或 一 
个 脱 胀 反射 彼此 互 变 . 
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的 ” 改 为 要 求 它 们 “有 给 定 的 比 ”. 这 些 更 一 般 的 问题 的 解法 与 
原来 问题 的 解法 是 类 似 的 ,我 们 建议 读者 自己 去 解 这 些 问 题 ， 

从 定理 1 和 定理 2 可见 , 所 有 相似 变换 的 共同 性 质 正 是 
螺旋 相似 , 膨胀 反射 , 平移 和 滑动 反射 ( 见 上 面相 似 变换 的 定 
义 ) 所 共有 的 那些 性 质 . 例如 , 每 个 相似 变换 都 把 直线 变 成 直 
线 ， 把 圆 变 成 圆 @. 还 有 , 每 个 相似 变换 或 有 一 个 不 动 点 或 有 
一 条 不 动 直线 , 因为 上 面 所 列 四 类 相似 变换 中 没有 不 动 点 的 
仅 有 平移 和 滑动 反射 , 但 是 它们 有 不 动 直线 . 最 后 , 每 个 反 向 
相似 变换 至 少 有 一 条 不 动 直线 . 事实 上 ,膨胀 反射 正好 有 两 条 
不 动 直线 .而 滑动 反射 (如 果 不 是 关于 直线 的 反射 ) 恰 有 一 条 


中， 顺便 指出 , 把 相似 变换 定义 为 平面 上 保持 点 之 间距 高 之 比 的 变换 , 也 能 ， 
得 出 这 样 的 性 质 . 事实 上 , 直线 48 可 以 定义 为 这 样 一 些 点 1 所 成 的 集合 , 它们 
使 得 三 个 距离 44 ,8BM,4B8 中 最 大 的 一 个 等 于 其 它 两 个 之 和 , 即 M 满足 或 者 


AM | BM_ 1 BM | AB _ 
AB 二 AB 一 1， 或 者 41 十 41 一 1， 
或 者 
AM ， AB _ 
BH BM ! 


[图 41 (a)) . 但 是 一 个 把 点 4 和 8 变 到 4 和 Br 的 相似 变换 把 上 述 点 M 的 集合 
变 为 这 样 一 些 点 M' 的 集合 ,它们 使 得 : 


和 A! M! ~ B! NI! 一 Br Mi': A B' - 
N18 +AB 1， 或 者 页 Mr 十 机 Mr 一 十 
或 者 
4 有 A'B' 
BM tHBM 1 


即 直线 48 变 成 直线 4 B'. 

用 类 似 的 方式 可 以 定义 以 9 为 中 心 的 圆 是 具有 这 样 性 质 的 点 所 成 的 集合 
SS, 即 若 MM: 和 M:; 是 5 的 任意 两 个 点 , 则 有 OMi= 二 0M;:，, 即 0Mi/OM: 二 1 [图 41 
Cb)). 但 是 把 点 0 变 到 某 个 点 0 的 相似 变换 也 把 上 面 所 述 的 集合 5 变 成 具有 同 
样 性 质 的 点 所 成 的 集合 S' , 即 若 Wi 和 Ms 是 8' 中 任意 两 点 , 则 有 0' M1/0' Ms = 
1 . 换 句 话说 ,这 样 的 变换 把 以 0 为 心 的 圆 变 成 以 0' 为 心 的 圆 . 
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“不 动 直线 . 如 果 清 动 反射 是 关于 直线 的 反射 , 则 它 有 无 穷 多 条 
不 动 直线 


M, | 


(b) 


有 趣 的 是 上 面 所 列举 的 相似 变换 的 第 一 个 性 质 是 相似 变 
次 的 特征 , 即 它 可 以 用 来 作为 相似 变换 的 〈 描 述 性 的 ! ) 定 
义 @: 平面 上 任何 一 个 把 每 条 直线 蛮 成 直线 , 并 且 把 每 个 国 变 


成 圆 的 变换 必定 是 相似 变换 . 换 句 话说 ,任何 一 个 这 种 变换 必 
定 保持 点 之 间距 离 的 比 : 车 点 4, 8, C, D 经 过 这 种 变换 变 成 
41 ,B,C' ,D' , 则 有 : 


Cp cp 
AB AB 


这 一 事实 突出 了 相似 变换 在 初等 几何 中 ( 即 在 关于 直线 、 圆 和 
由 某 些 线段 及 圆 弧 所 围 成 的 图 形 的 性 质 的 研究 中 ) 的 基本 作 
用 .  - i . 
为 了 证 明寺 面 楷体 字 的 命题 @@, 我 们 必须 证 明 把 直线 变 

成 直线 ， 并 且 把 圆 变 成 圆 的 变换 必定 把 相距 d 单位 的 每 对 点 
4A,B 变 成 相距 2' 单位 的 一 对 点 4' ,B ,这 里 vd 仅 依赖 于 4d; 而 


QD 参看 第 一 册 第 63 一 64 页 . 
罗 参看 第 三 册 第 二 童 3 4. 
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不 依赖 于 点 4, B 的 特别 选取 ! 例如 , 可 以 用 下 面 的 方式 来 论 
证 ， 

我 们 首先 注意 , 平面 到 自身 的 把 直线 变 成 直线 的 任何 变 
换 , 必定 把 平行 直线 变 成 平行 直线 . 事实 上 , 若 我 们 的 变换 把 
平行 直线 *,! 变 成 了 在 某 个 点 M 相交 的 直线 ,4 (图 42)， 
则 被 变 到 点 W 的 那个 点 必定 同时 在 4 和 /上 ， 但 这 样 的 点 是 
不 存在 的 - 


图 42 


”其次 , 显然 可 见 , 若 一 个 变换 把 直线 变 成 直线 , 并 且 把 加 
变 成 圆 , 则 它 把 相交 于 两 点 的 两 个 圆 变 成 相交 于 两 点 的 两 个 
贺 , 并 且 把 交 于 两 点 的 一 条 直线 和 一 个 圆 变 成 交 于 两 点 的 一 
条 直线 和 一 个 圆 . 还 有 , 它 把 两 个 相 切 的 圆 ( 即 恰 有 一 个 公共 
点 的 两 个 圆 ) 和 一 个 圆 与 一 条 切线 分 别 变 成 两 个 相 切 的 圆 和 
一 个 圆 与 一 条 切线 . 最 后 , 它 把 不 相交 的 两 个 圆 和 不 相交 的 一 
个 圆 与 一 条 直线 分 别 变 成 不 相交 的 两 个 圆 和 不 相交 的 一 个 圆 
与 一 条 直线 . 由 所 有 这 些 可 知 , 它 把 两 个 全 等 的 圆 ( 即 两 个 有 
平行 公 切 线 的 圆 ) 变 成 全 等 的 圆 ( 图 43). 还 有 , 若 我 们 的 变换 . 
把 圆 8 变 为 圆 5' , 则 它 必定 把 8 的 中 心 0 变 到 8 的 中 心 0'. 
事实 上 , 点 O 可 以 用 “任何 两 个 过 0 并 且 与 8 相 切 的 圆 都 是 
全 等 的 ”这 个 事实 来 刻 划 . 同样 ,0' 可 以 用 “任何 两 个 过 0 并 
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7/ 


K 
, , i 


me 
了 


图 43 
且 与 多 相 切 的 圆 部 是 全 等 的 ”这 个 事实 来 刻 划 (图 44) 但 是 
我 们 已 经 知道 ,在 我 们 的 变换 下 全 等 的 圆 变 成 全 等 的 圆 , 相 切 
的 圆 变 成 相 切 的 圆 , 所 以 0 必定 变 成 0 . 


图 44 . 

.现在 容易 看 出 , 若 线 段 48 与 CD 相等 , 即 若 以 4 为 心 , 以 
48 为 半径 的 圆 S 和 以 C 为 心 , 以 CD 为 半径 的 图 S, 全 等 , 则 
上 述 变 换 必 定 把 点 4,8,C,D 变 到 这 样 的 点 4 ,B' ,C' ,D' ,使 
得 以 4 为 中 心 , 以 4' B' 为 半径 的 圆 Si 和 以 C 为 中 心 ;以 
C' p 为 半径 的 圆 S 是 全 等 的 (图 45). 因此 ,我 们 证 明了 ; 若 - 
线段 4B 和 CD 有 同样 的 长 度 . 则 变换 后 得 到 的 线段 4 BI 和 
C' Dp' 也 有 同样 的 长 度 . : 
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图 45 
证 明 的 最 后 部 分 是 相当 标准 的 . 这 类 证 明 在 几何 学 中 也 
是 常见 的 . 首先 注意 大 在 一 直线 上 有 三 个 点 KK，4, 8B 使 得 K4 
= 48B,， 则 我 们 的 变换 将 把 它们 变 成 在 一 直线 上 的 三 个 点 
K' ,A' ,B' ,使 得 K' 4' = 4'B'， 这 个 结论 可 以 由 我 们 的 变 
换 把 两 条 相等 线段 变 成 相等 线段 的 事实 得 出 〔 图 45). 由 此 立 
即 知道 , 奉 比 CD/48 二 =m/rn 是 有 理 数 (m 和 4% 是正 整 数 ), 则 我 
们 的 变换 把 点 4，B8B,，C,D 变 成 4,B',C',p'， 使 得 
CD /A'B' 二 CD/AB(=m/n). 事实 上 ,条 件 CD/48 二 m/rn 等 
价 于 在 直线 AB 上 存在 4 一 1 个 点 4 A,, ，4. 1 和 在 直线 
CD 上 存在 mw 一 1 个 点 CC ,0C。_! ,使 得 
44: 一 44 一 … 一 4 -在 一 CC 一 Co 一 … 一 CD; 
但 我 们 的 变换 显然 把 这 些 点 变 成 点 4，4s，…，4.5 CC 
…,Cm-1， 其 中 前 4 一 1 个 落 在 4'B8' 上 ;后 m 一 ] 个 落 在 直线 
0' D' 上 ,并 且 使 得 四 
4' 4 一 44 一 一 4 BI 一 CC 一 CC 一 一 CD 
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[图 46Ca)j. 


(a) 


图 46 

其 次 , 只 要 再 注意 : 若 MN>P@, 则 和 落 在 以 1 为 心 , 以 

PQ 为 半径 的 圆 & 的 外 边 , 即 从 mw 我 们 可 以 引 的 两 条 切线 . 

不 难看 出 , 我们 的 变换 把 满足 MN>Pe@ 的 点 M, N,P,@ 变 成 

满足 M' N' 之 P'Q' 的 点 M',N' ,P' ,8 (图 47). 所 以 若 距 
离 48 与 CD 之 比 不 是 有 理 数 , 并 且 : 
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5 和 
其 中 四 和， 是正 整数 , 则 有 直线 CD 上 的 点 和 ,使 得 


CE mm CF m+tl1 
9 


AB nn AB | 名 
并 且 OE <<CD<LOR. 
于 是 我 们 的 变换 把 点 4, B,C,D,B,F 变 到 点 41 ,B' ,0' ,D'， 
8' ,F' ,使 得 所 和 Fr 落 在 直线 C'D' 上 ,并 且 满 足 


CE mm CF m+l 
A'B’ nn? A'B' 交 
和 C!’ E’ <O'D’' OF 


[图 46(b)]. 由 此 推 得 


在 这 一 不 等 式 以 及 与 之 相应 的 关于 CD/48 的 不 等 式 中 , 分 母 
n 可 以 任意 大 ,于 是 我 们 得 到 0’ D' /4' B' = CD/AB. 


图 47， 
45. (a) 命 4BCD 与 4BiCD 是 任意 两 个 正方 形 . 假设 它 
们 的 周 界 有 相同 的 走向 , 即 当 我 们 在 两 个 正方 形 周 界 上 按 从 


4 到 B 到 CC 到 5 与 从 4’ 到 B' 到 0C’ 到 D' 的 顺序 走 的 时 候 , 或 
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者 都 是 顺 时 针 方 向 ,或 者 都 是 反 时 针 方 向 .证 明 线 段 
AA, BBi,CC1, DD, 的 中 点 或 者 张 成 一 个 正方 形 , 或 者 它们 全 
都 重合 . 

如 果 两 个 正方 形 的 周 界 走向 相反 ， 上 面 的 结论 是 否 仍然 
成 立 ? 

(b) 设 4BC 和 4BiC， 是 两 个 等 边 三 角形 以 线段 44,， 
8B,, CC, 为 底 边 分 别 作 新 的 等 边 三 角形 44.4*，BB,B*， 
CCC” .假设 五 个 三 角形 4PC，4IBIC AAA*, BBIB*, COC 
的 周 界 都 有 相同 走向 (或 者 全 是 顺 时 针 方 向 ,或 者 全 是 反 时 针 ， 
方 癌 ). 证 明 三 个 点 4 ,B*,C* 或 者 是 一 个 等 边 三 角形 的 顶 
点 ,或 者 重合 . 

如 果 我 们 不 要 求 这 五 个 三 角形 的 周 界 都 有 同一 走向 ， 结 
论 是 否 仍然 成 立 ? 

46.〈a) 设 4BCD 和 MNPQ 是 两 个 正方 形 .证 明 若 这 两 个 
正方 形 的 周 界 有 相 回 的 走向 , 则 

4j1f 十 CPP 一 有 十 DO: 

如 采用 两 个 相似 的 长 方形 代替 这 两 个 正方 形 , 结论 是 否 
仍然 成 六? 如 果 不 要 求 它 们 的 局 界 走向 相同 , 结论 是 否 仍然 
成 立 ? 

(b) 设 ABCDEF 与 WNPgRS 是 两 个 正六 边 形 .证 明 : 如 果 
它们 的 周 界 有 相同 的 走向 , 则 

AM’*+ CP:+ ER*= BN DO:+ FS’. 

47. (a) 作 长 方形 ,使 它 的 边 分 别 过 四 个 给 定 的 点 4,B， 
C,D, 并 且 使 它 的 对 角 线 有 给 定 的 长 度 . 

(b) 给 定 四 边 形 48BCD 的 各 个 角 和 对 角 线 , 求 作 这 四 边 
形 . : 
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(ec) 设 给 定 过 同一 点 的 四 条 直线 , 作 平 行 四 边 形 使 它 的 
边 有 给 定 的 长 度 , 并 且 它 的 顶点 在 四 条 给 定 的 直线 上 . 

48. (a) 在 平面 上 给 定 一 点 MM 和 两 条 直线 40 和 4 , 求 作 三 
角形 4BC，, 使 得 WH 分 4B 边 成 给 定 比 : BM/M4 二 ,并 且 使 得 
届 和 4 分 别 是 边 BC 和 C4 的 中 垂 线 ， 

(b) 在 平面 上 给 定 两 点 MM 和 NN 及 一 直线 !, 求 作 三 角形 
4BC, 使 得 必 和 N 分 别 把 边 4B 和 BC 分 成 给 定 比 : BM/MA4 
二 和 CN/NB 二 k,, 并 且 使 得 /是 边 4c 的 中 垂 线 . 
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第 二 章 。 保 距 变换 和 相似 变换 的 进一步 应 用 


1. 互相 相似 的 图 形 系统 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 考虑 某 些 互相 相似 的 图 形 系统 ， 它们 
有 一 些 有 趣 的 性 质 . 首先 考虑 较为 简单 的 全 等 图 形 系统 . 
设 下 和 严 是 平面 上 两 个 全 等 图 形 . 在 第 一 册 第 二 章 8 2 
中 ,已 经 证 明 这 样 的 图 形 可 以 通过 一 个 旋转 或 平移 使 之 重合 ， 
“并且 基于 这 一 点 , 断言 平面 内 的 刚体 运动 只 有 旋转 和 平移 @. 
但 是 , 在 那里 我 们 是 不 考虑 图 形 在 运动 过 程 中 所 处 的 那些 中 
间 位 置 的 . 我 们 只 集中 注意 于 图 形 初始 的 和 最 终 的 位 置 . 而 现 
在 我 们 对 一 个 运动 的 图 形 的 中 间 位 置 也 感 兴趣 . 这 些 位 置 构 
成 了 一 个 互相 全 等 的 图 形 系统 @. 对 应 于 把 一 个 图 形 从 位 置 
F 移动 到 位 置 Pr 的 各 种 可 能 的 方式 , 有 无 限 多 个 这 种 不 同 的 
系统 . 我 们 只 考虑 这 类 系统 的 某 些 简单 的 例子 . 
”让 图 形 绕 点 0 旋转 , 也 就 是 让 图 形 了 运动 , 使 得 其 中 
的 某 个 点 0 保持 不 动 [图 48 (a)]. 这 时 了 的 每 个 点 4 描 出 一 


Q@ 在 这 里 和 以 后 , “全 等 图 形 ” 这 个 词 总 是 指 “ 正 向 全 等 图 形 ”( 见 第 一 期 第 
55 页 ). 两 个 反 向 全 等 图 形 通 常 不 能 通过 平面 内 的 刚体 运动 使 之 重合 . 

”我 们 仅 对 运动 的 图 形 的 不 同位 置 的 集合 感 兴趣 , 而 不 管 运动 过 程 本 身 . 
这 样 , 我 们 将 完全 不 考虑 各 个 点 的 速度 或 加 速度 . 虽然 力学 上 的 考虑 常常 能 简化 
几何 定理 的 证 明 ， 但 是 在 这 里 我 们 不 去 考 虚 这 种 特殊 的 几何 学 (所谓 运动 几何 
学 )- [请 注意 ,这 一 节 中 的 基本 定理 1 和 2 也 可 以 用 力学 的 方法 证 明 .】 
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个 以 o 为 中 心 的 圆 (因为 距离 04 保持 不 变 ). 的 每 条 直线 
或 者 总 与 某 个 以 0 为 中 心 的 固定 的 圆 相 切 ,或 者 总 经 过 0( 因 
为 0 到 :的 距离 保持 不 变 ). 点 0 是 这 个 图 形 的 任何 两 个 位 置 
的 旋转 中 心 . 


GD 


图 48 


现在 我 们 来 考虑 图 形 沿 某 给 定 直线 ? 的 方向 的 平移 [图 
48(b)]，, 也 就 是 让 图 形 运动 , 使 得 其 中 某 直线 p 保持 不 动 ( 实 
际 上 是 沿 直线 自身 的 一 个 滑动 ). 这 时 图 形 的 每 个 点 B 描 出 
一 条 平行 于 ? 的 直线 (因为 从 B 到 ?的 距离 保持 不 变 ). 每 条 
不 平行 于 ? 的 直线 m 总 是 以 保持 平行 于 其 初始 位 置 的 方式 
运动 (因为 m 和 7 之 间 的 夹 角 不 变 ). 每 条 平行 于 ? 的 直线 4 
沿 自身 滑动 (因为 它 与 p 之 间 的 距离 不 变 ). 7 的 任何 两 个 位 
置 可 以 彼此 通过 一 个 沿 p 的 方向 的 平移 而 得 到 . 

如 果 在 平面 上 移动 图 形 P, 使 得 在 整个 运动 过 程 中 有 
两 条 平行 直线 p 和 4 总 是 经 过 平面 上 两 个 给 定 的 点 4 和 B，- 
那么 直线 p 的 运动 是 沿 自身 滑动 (因为 ? 与 线段 4B 之 间 的 夹 
角 不 变 :这 个 角 的 正弦 等 于 p 和 4 之 间 的 距离 与 线段 4B 的 长 
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度 之 比 ) @. 因此 我 们 所 讨论 的 图 形 了 的 这 种 运动 正 是 上 面 已 
经 考虑 过 的 图 形 的 平移 [ 见 图 48 (b)]. 如 果 在 运动 过 程 中 图 
形 尺 有 两 条 不 平行 直线 总 是 经 过 给 定 的 两 个 点 , 情况 就 比较 
复杂 . 这 种 运动 可 以 通过 如 下 的 方式 实现 :在 平面 上 钉 好 两 个 
钉子 , 再 把 一 个 角 粘 在 图 形 上 , 然后 移动 这 个 角 , 使 得 它 的 两 
条 边 总 保持 与 钉子 相 接触. 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 1 
若 图 形 F 
在 平面 上 运 
动 , 使 得 
的 两 条 给 定 
的 不 平行 直 
线 p 和 9g 总 - 
是 分 别 过 平 
面 上 两 个 给 
定 的 点 4 
和 8B， 则 F | 图 49(a) 
的 每 条 其 它 的 直线 或 者 总 经 过 平面 上 革 个 给 定 的 点 ， 或 者 总 
与 平面 上 某 个 圆 相 切 ， . 
z 证 明 设 ,是 在 运动 过 程 中 的 另 一 -个 位 置 , 直线 
和 gi 分别 是 直线 p 和 4g 在 局 中 的 对 应 位 置 . 命 0 是 7 与 4 的 
交点 ，0 是 加 和 9 的 交点 [图 490a) 站 .点 0 和 0 必 落 在 某 个 
由 8 的 茶 避 弧 上 , 这 段 弧 张 在 效 4 上 ,并 且 它 所 含 的 国 周 入 


由 在 这 里 我 们 想象 图 形 和 直线 ?， 4 在 平面 上 作 清 动 ， 而 在 平面 上 的 点 ， 
例如 4 和 B, 则 是 不 动 的 . 
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等 于 直线 ? 和 4 的 夹 角 . 设 i 是 的 过 0 的 某 直线 , 由 是 i 在 
,中 的 对 应 位 置 , 命 MM 和 M, 分 别 是 i 和 4 与 闹 周 8 的 交点 . 
因为 <M04= M0, 4 (直线 1 与 ?之 间 的 夹 角 不 变 )， 由 此 


可 知 4 及 二 AM ,从 而 M1 一 M. 这 样 ， 我 们 证 明了 直线 ! 的 所 
有 位 置 都 过 同一 点 M、 

现在 设 mm 是 了 的 不 经 过 点 0 的 任意 一 条 直线 . 过 0 引 直 
线 ,平行 于 m. 如 我 们 已 经 看 到 的 , 直线 /的 所 有 位 置 都 过 同 
一 点 M. 因为 直线 mm 与 .! 之 间 的 距离 保持 不 变 , 所 以 直线 mn 
的 所 有 可 能 的 位 置 必 定 与 以 开 为 中 心 , 半径 等 于 上 到 m 的 距 
离 的 圆 相 切 . 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

”现在 设 图 形 在 平 

面 上 移动 , 使 得 图 形 中 的 
两 条 不 平行 直线 同和 

总 是 分 别 与 两 个 给 定 的 加 
8 和 8s 相 切 [图 49(b)]， 
“过 圆 8, 和 8, 的 中 心 4 和 
~、\ 一 B 分 别 引 直 线 和 9, 使 它 
图 49(b) 们 分 别 平行 于 mw 入.m 
和 2 之 间 的 距离 等 于 5, 的 半径 . 因为 在 图 形 运 动 过 程 中 这 上 距 
离 是 不 变 的 , 所 以 直线 ? 始终 都 过 点 4. 类 似 地 , 直线 gq 始终 
都 过 点 B. 因此 可 以 应 用 定理 1. 于 是 , 我 们 知道 , 在 这 样 的 运 
动 中 ， 图 形 ?的 每 条 直线 也 是 或 者 总 是 与 某 固定 的 圆 相 切 ， 
或 者 总 过 某 个 给 定 的 点 . 

如 果 图 形 F 在 平面 上 移动 ， 使 得 图 形 中 的 某 两 个 点 4 和 
8B 描 出 两 条 平行 直线 7p 和 gq, 则 线段 4B 的 所 有 位 置 彼此 平行 
《因为 48 与 p 的 夹 角 的 正弦 不 变 : 它 等 于 p 和 4 之 间 的 距离 
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与 线段 48 的 长 度 之 比 ). 因此 图 形 的 任何 两 个 位 置 可 以 彼此 
经 过 一 个 沿 直线 p 的 方向 的 平移 得 到 . 即 图 形 F 的 运动 是 平 
移 , 对 于 它 我 们 在 前 面 已 研究 过 了 [ 见 图 48 (b)]. 如 果 图 形 F 
运动 , 使 得 F 的 某 线段 48 的 两 个 端点 分 别 保 持 在 两 条 不 平 
行 的 直线 上 ,情况 就 比较 复杂 . 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 2 若 图 形 F 在 平面 上 以 这 样 的 方式 移动 , 使 得 它 
的 两 个 点 4 和 5B 描 出 相交 于 点 0 的 直线 p 和 g, 则 存在 一 个 
与 图 形 F 相伴 的 圆 85,S 上 每 个 点 的 轨迹 都 是 过 0 的 直线 . 

证 明 设 F, 是 在 运动 过 程 中 的 另 一 个 位 置 , 4,8, 是 F 
的 线段 4B 在 F, 中 的 对 应 位 置 (图 50). 过 点 4, B, 0 作 圆 5. 
我 们 将 把 这 个 圆 看 作 与 图 形 F 相伴 的 圆 , 并 且 用 S, 表示 当 F 
到 达 F, 时 这 个 圆 所 在 的 位 置 . 显然 ，&S, 也 经 过 0 点 (因为 图 
S 的 弧 48 等 于 圆 5, 的 弧 418,, 它们 都 等 于 2 了 40B). 设 M 
是 S 上 的 任意 一 点 ，M, 是 M 在 5S, 中 的 对 应 点 .从 与 7 全 
等 可 知 弧 4M 与 弧 4,M, 相等 , 这 意味 着 这 些 弧 所 对 的 圆周 角 
40MH 和 了 4.0M, 也 相等 . 这 就 是 说 直线 OM 与 OM 重合 . 
从 而 证 明了 圆周 S 上 的 每 个 点 M 都 沿 着 过 0 的 直线 移动 . 

还 可 以 看 出 , S 的 中 心 NW 沿 着 一 个 以 0 为 中 心 的 圆 移 
动 , 这 个 圆 的 半径 等 于 圆 8 的 半径 R. 这 是 因为 8 的 所 有 位 置 
都 经 过 点 0, 因 而 距离 ON 始终 等 于 R. 

”49. 求 作 三 角形 ,使 与 给 定 的 三 角形 全 等 ,并 且 它 的 边 

(a) 过 三 个 给 定 的 点 ， 

《b) 与 三 个 给 定 的 圆 相 切 . 

这 个 问题 已 出 现在 第 一 册 第 一 章 8 1 中 [ 见 问题 7(b)]. 

50. (a) 设 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 以 这 样 的 方式 滑动 ,使 
得 它 的 两 个 端点 保持 在 两 条 垂直 的 直线 上 , 求 直角 的 顶点 所 
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描 出 的 轨迹 . 
(b) 设 顶 和 角 为 
120°" 的 等 腰 三 角形 以 
这 样 的 方式 滑动 , 使 
得 它 的 最 长 边 的 端点 
保持 在 一 个 60* 角 的 
两 条 边 上 , 求 这 三 角 
形 的 最 大 角 的 顶点 的 
图 50 - 51. 在 平面 上 给 
定 两 条 互相 垂直 的 直线 6 和 已 以 及 贺 8. 求 作 直 角 三 角形 
4BC，, 使 得 它 的 一 个 锐角 为 已 知 角 a, 它 的 顶点 4 各 8B 分 别 在 
5 和 已 上 ,并 且 直 角 的 顶点 C 在 圆 3 上. 
现在 设 F 和 F" 是 平面 上 两 个 相似 图 形 @. 从 第 一 章 $2 
中 我 们 知道 可 以 经 过 一 个 螺旋 相似 变 成 F' . 但 是 那 时 我 们 
”并 不 考虑 从 位 置 变动 到 位 置 FP 时 图 形 所 处 的 那些 中 间 位 
置 . 现在 我 们 将 考虑 当 图 形 以 始终 保持 相似 于 初始 位 置 的 方 
式 , 从 某 个 位 置 变动 到 另 一 个 位 置 PP 时 , 由 它 的 所 有 位 置 
所 构成 的 互相 相似 的 图 形 系统 
首先 假设 F 以 这 样 的 方式 变动 , 使 得 下 总 是 相似 于 它 的 
初始 位 置 , 并 且 除 此 之 外 还 使 得 图 形 的 某 个 点 0 保持 不 动 . 
如 果 与 此 同时 还 有 图 形 的 另外 某 个 点 4 描 出 一 个 以 o 为 中 
心 的 圆 , 则 0 与 4 之 间 的 距离 不 变 . 因而 总 是 全 等 于 (不 仅 
是 相似 ) 它 的 初始 位 置 , 并 且 下 的 所 有 点 都 描 出 以 o 为 中 心 


@ 从 此 以 后 ,“ 相 似 "这 个 词 总 是 指 * 正 向 相似 ”( 见 第 54 页 ). 
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的 圆 ( 见 图 48(a)]. 若 到 的 某 个 点 4 描 出 一 条 过 0 的 直线 , 则 
有 的 每 个 其 它 的 点 5 也 描 出 一 条 过 0 的 直线 〈 因 为 当下 保持 
与 初始 位 置 相似 时 ， 和 人 804 不 能 改变 ). 图 形 的 这 样 一 种 运动 
意味 着 总 可 以 通过 一 个 相似 中 心 在 0 的 中 心 相 似 把 图 形变 
回 到 原来 的 位 置 (图 51 (a)). 现在 假设 的 点 4 描 出 一 条 任 
意 的 曲线 y, 我 们 将 证 明 F 的 每 个 其 它 的 点 B( 除 点 0 外) 也 
描 出 一 条 相似 于 ?的 曲线 [图 51(b)]. 事实 上 , 设 了 是 初始 位 


图 5 和 


置 ,，F, 是 FF 的 任意 一 个 别 的 位 置 . 设 4,B, 是 4, 下 在 Pi 中 的 
对 应 点 . 因为 图 形 的 所 有 位 置 都 相似 于 初始 位 置 , 并 且 点 0 
保持 不 动 , 可 见 作 04B 和 入 0418, 是 相似 的 .因而 B04 = 
芝 B04, 并 且 0B1/04, 二 0B/04. 用 w 表示 BO4 姑 表示 比 0B/ 
04. 上 面 的 等 式 说 明 通 过 一 个 中 心 为 0, 相似 系数 为 k, 转角 
为 'a 的 螺旋 相似 可 以 把 B, 变 到 4,. 因为 F, 是 图 形 F 的 任意 
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一 个 位 置 , 这 意味 着 我 们 的 螺旋 相似 把 互 所 描 出 的 整 条 曲线 
y 变 成 点 4 描 出 的 曲线 y. 但 是 如 果 两 条 曲线 可 以 通过 一 个 
螺旋 相似 彼此 互 变 , 则 它们 是 相似 的 ,这 就 是 要 证 明 的 . 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 若 图 形 F 变动 , 使 得 下 的 一 条 
不 过 0 的 直线 和 在 每 个 时 刻 都 保持 与 某 曲 线 7 相 切 ， 则 这 图 
形 的 任意 一 条 别 的 直线 (不 经 过 0) 也 在 每 个 时 刻 都 与 一 条 
相似 于 ” 的 曲线 相 切 [图 51 (b)]. 这 条 曲线 可 由 经 过 一 个 
以 0 为 中 心 , 把 普 变 成 zx 的 螺旋 相似 得 到 . 特别 地 , 若 图 形 F 
”变动 , 使 得 它 的 一 条 不 过 0 的 直线 m 总 过 某 个 给 定点 M， 则 
这 图 形 的 任意 一 条 别 的 直线 (不 经 过 0) 也 总 过 某 个 固定 点 
《这 个 点 对 不 同 的 直线 可 能 是 不 同 的 ). 

我 们 还 应 注意 ， 车 图 形 F 变动 ， 使 得 它 的 某 个 点 0 保持 
不 动 , 则 o 是 这 图 形 的 任何 两 个 位 置 的 旋转 中 心 .事实 上 , 由 
A40B 与 A 40B, 相似 [图 51Cb)] ,可 见 A40 4, 和 入 808, 也 
相似 《因为 A044= /A0B + “Bo4 ,一 BOB 一 40B, 十 
APO4， 所 以 404 一 /BOB. 而 了 且 由 0Bi/04, = 0B/0A. 
有 04/04 二 081/08). 但 是 这 意味 着 图 形 F, 可 由 经 过 一 
个 中 心 在 0， 转角 为 芝 4.04 ， 相 似 系 数 为 04A./04 的 螺 诈 相 
似 得 到 . 

反之 , 若 变动 王 使 得 它 总 保持 相似 于 它 的 初始 位 置 , 并 
且 使 得 的 任何 两 个 位 置 有 相同 的 旋转 中 心 0, 则 把 点 0 看 
作 丰 的 点 ， 它 是 不 动 的 (生息 在 中 租 似 权 焕 下 是 
不 动 点 ). 

52. 设 4 是 两 个 贺 s, 和 8 ,的 一 个 交点 .过 4 , 引 任意 一 条 
直线 i 和 一 条 团 定 的 直线 ,它们 分 别 与 S, 和 ;再 次 相交 于 
点 MiM: 和 NeoNw. 设 MM2P 是 作 在 线段 MM; 上 的 等 边 三 
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角形 ， 并 设 ， g 是 直线 MN 各 MsN; 的 交点 (图 52). 证 明 当 直 
线 ! 绕 4 旋转 时 ， 


图 52 


(a) 人 M1.M;P 的 顶点 PP 描 出 一 个 辆 卫 ， 并 且 MP 和 和 M,P 
分 别 绕 某 两 个 固定 点 .和 1 转动 (其 中 MM 记过 ,MP 过 1;)， 

(b) 8 描 出 一 个 圆 [. 变动 给 定 直线 4 的 位 置 , 求 圆 卫 的 
中 心 描 出 的 轨迹 ，， 


53. 设 上 是 过 人 4B8BC 的 顶点 4, 并 且 与 它 的 底 边 BC 交 于 
点 MH 的 任意 一 条 直线 . 命 0 和 0。 分 别 是 人 4BM 和 人 4CHM 的 
外 接 圆 圆心 . 变动 直线 i, 使 它 经 过 电 有 可 能 的 位 置 , 求 线 段 
010; 的 中 点 所 描 出 的 轨迹 . 

54. 给 定 三 角形 4BC 和 一 个 点 0. 过 0 引 三 条 直线 
,lssls, 使 得 它们 之 间 的 夹 角 分 别 等 于 信 4BC 的 各 个 角 ( 角 的 - 
方向 考虑 在 内 ). 设 4,8,0 是 这 三 条 直线 与 人 4BC 相应 应 的 边 
的 交点 (图 53). 
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图 53 

(a) 证 明知 0 分 别 是 A4BC 的 

1” 外 接 圆心 ; 

2” 内 切 圆 心 ; 

3” 高 的 交点 ( 垂 心 )， 
则 相应 地 0 是 和信 45C 的 

1” 垂 心 ; 

2” 外 接 圆心 ; 

3” 内 切 圆 心 . 

(b) 设 点 CO 任 意 ， 让 直线 Lotus 绕 0 旋转 . 分 别 找 出 
人 人 45BC 的 

1” 外接 圆心 ; 

2 。 内 切 圆 心 ， 

3。 垂 心 
的 轨迹 . 
现在 我 们 回 到 本 节 要 证 的 一 些 主 要 定理 . 
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定理 3 车 图 形 F 以 这 样 的 方式 变动 , 使 得 它 的 所 有 的 
位 置 都 相似 于 初始 位 置 , 并 且 使 得 图 形 F 的 某 三 个 点 4, B,C 
描 出 不 经 过 同一 点 的 三 条 直线 , 则 图 形 的 每 个 点 都 描 出 一 条 
直线 . 
定理 4 若 图 形 F 以 这 样 的 方式 变动 , 使 得 它 的 所 有 的 
位 置 都 相似 于 初始 位 置 , 并 且 使 得 的 不 过 同一 点 的 三 条 直 
线 !, mya 总 过 三 个 给 定 的 点 , 则 三 的 每 条 直线 总 过 某 个 固定 
点 ,并 且 的 每 个 点 都 描 出 一 个 圆 . / 
”定理 3 的 证 明 我 们 将 证 明 的 任何 两 个 位 置 有 同一 
个 旋转 中 心 0( 即 当 变动 时 ,了 的 某 个 点 0 保持 不 动 ). 由 此 
推 得 ,F 的 所 有 点 描 出 的 曲线 都 相似 于 点 4 所 描 出 的 曲线 , 即 
直线 . 而 这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 
用 字母 P, 8, RR 表示 点 4, B,C 分 别 沿 着 它们 运动 的 那些 
直线 的 交点 [图 54 (a)] @. 设 耻 和 Ri 是 图 形 正 的 两 个 位 置 ; 
4BC 是 4,B,C 
在 F, 中 的 对 应 位 
置 . 图 形 了 和 ,的 
旋转 中 心 0 也 是 
线段 4B 和 4,8B,， 
AC 和 410, 的 旋转 
中 心 . 但 是 如 前 面 
( 见 图 31) 所 证 明 
的 ， 线段 4B 和 


图 54(a》 . 


@ 我 们 假设 三 条 直线 中 没有 两 条 是 平行 的 . 例外 的 情形 , 即 其 中 两 条 直线 
或 所 有 三 条 直线 都 平行 的 情形 的 分 析 留 给 读者 。 ” . 
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4B 的 旋转 中 心 落 在 
A489 和 八 4'B'8 的 外 接 
圆 上 , 其 中 @ 是 44 与 BB 
的 交点 . 在 现在 的 情形 下 ,这 
意味 着 0 必定 在 三 角形 4BP 
的 外 接 圆 (和 和 A 4.8,P 的 外 
接 圆 ) 上 . 同 理 , 线 眉 4C 和 
” 4101 的 旋转 中 心 在 信 409 的 
外 接 圆 (和 三 角形 4C@ 的 
: 外 接 圆 ) 上 . 于 是 图 形 和 
z 图 54(b) “”F, 的 旋转 中 心 可 以 作为 和信 
4BP 和 人 4C@ 的 外 接 圆 的 一 个 交点 被 确定 出 来 , 因而 不 依赖 
于 图 形 的 特别 位 置 Pi, , 这 就 是 说 图 形 7 的 任何 两 个 位 置 有 相 
同 的 旋转 中 心 ,定理 证 完 . 
”如果 由 点 4, B,C 描 出 的 直线 过 同一 点 [图 54 (b)]，, 定 
理 的 断言 一 般 说 来 仍 成 立 . 它 的 证 明 与 上 面 所 说 的 没有 什么 
不 同 . 所 有 位 置 的 公共 相似 中 心 首先 必须 与 图 4BP 和 BCP 的 
交点 ( 即 P 点 ) 重 合 (其 中 4,B,C 是 我 们 所 考虑 的 图 形 的 三 
个 点 在 某 个 时 刻 的 位 置 ). 仅 有 的 例外 情形 出 现在 圆 4BP 与 
BCP 重合 ( 即 点 4, B,C 与 点 已 共同 落 在 一 圆 上 ) 的 时 候 , 也 就 
是 说 , 当 


. /APB+ /ACB = 180°, z 
并 且 点 已 和 C 位 于 直线 48 的 两 侧 , 或 者 了 4PB= 人 4CB, 并 
且 点 ?和 0C 位 于 4B 边 的 同一 侧 的 时 候 .对 这 种 情形 , 定理 不 
一 定 成 立 . z 
定理 4 的 证 明 我 们 将 证 明 的 任何 两 个 位 置 有 相同 
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的 旋转 中 心 0, 并 且 的 
某 个 点 4 描 出 一 个 圆 . 然 
后 由 51 题 后 面 我 们 所 作 
的 说 明 可 知 , F 的 每 条 直 
线 总 过 某 个 固定 点 《因为 
直线 :过 固定 点 )， 并 且 忆 
的 每 个 点 描 出 一 个 圆 ( 因 
为 4 描 出 一 个 圆 )， 

我 们 用 4, B,C 表示 
直线 /, m,n 的 交点 @, 用 
P,8,R 表示 这 二 条 直线 所 图 55 
经 过 的 给 定点 (图 55). 

首先 , 由 于 在 的 变动 过 程 中 人 QA4P 的 大 小 必定 保持 不 
变 , 显然 4 描 出 一 个 圆 (因为 保持 相似 于 它 的 初始 位 置 ,图 
形 中 直线 1 和 m 的 夹 角 不 能 改变 ) @. 其 次 , 设 与 ,是 图 形 
P 的 两 个 位 置 . Lmisnm 是 1, my x 在 中 的 对 应 位 置 . 命 
hi,Bi,C1 是 点 4, B,C 在 中 的 对 应 位 置 . 若 O 是 与 f, 的 
旋转 中 心 , 则 二 404, 等 于 把 变 成 F, 的 螺旋 相似 的 转角 , 因 
而 等 于 1 与 4 的 夹 角 或 m 与 m 的 夹 角 .于 是 人 404,= 
人 4P4, 一 人 4841, 即 0 在 过 4，4, ,P,Q 的 圆 上 . 同 理 ,我 们 
可 以 证 明 0 在 过 B，B, , P, 及 的 圆 上 . 由 此 可 见 , 了 与 P, 的 旋 
转 中 心 0 是 A4P@ 和 人 和信 BPE 的 外 接 圆 的 交点 , 所 以 它 不 依赖 
于 变动 的 图 形 有 的 特殊 位 置 Pi . 这 就 是 说 的 任何 两 个 位 置 


Q@ 见 第 79 页 上 的 注 . 
”这 个 推理 中 , 事先 假定 直线 1 的 点 4 在 变动 过 程 中 不 越过 给 定点 P (或 
给 定点 8) ;在 相反 的 情形 ,把 人 Q4P 换 成 它 的 补 角 . 
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有 相同 的 旋转 中 心 . 

若 三 的 直线 4 m,n 都 过 同一 点 4, 则 定理 4 的 断言 不 一 
定 成 立 . 

55. 作 四 边 形 4BCD, 使 它 相 似 于 给 定 的 四 边 形 (例如 正方 
形 ) ,并 且 使 它 适 合 下 列 条 件 之 一 ， 

(a》 它 的 顶点 分 别 在 四 条 给 定 的 直线 上 ; 

(b) 它 的 边 分 别 过 四 个 给 定 的 点 ; 

(c) 它 的 边 BC,， CD 与 对 角 线 BD 分 别 过 三 个 给 定 的 点 ， 
而 顶点 4 在 给 定 的 圆 上 . 

问题 55 的 (a) 和 (b) 也 可 表述 如 下 : 

(a) 在 给 定 四 边 形 中 作 内 接 四 边 形 , 使 它 相似 于 另 一 个 
给 定 的 四 边 形 ( 例 如 正方 形 ). 

. (b〉 作 给 定 四 边 形 的 外 接 四 边 形 , 使 它 相似 于 另 一 个 给 
定 的 四 边 形 (例如 正方 形 ). 

56. 设 给 定 四 条 直线 ,4,,4,,44. 作 直 线 1 使 得 由 四 条 给 定 
直线 在 它 上 面 截 出 的 三 个 线段 成 给 定 的 比 ， 

57. 把 A4BC 的 每 条 边 绕 各 自 的 中 点 转 定 角 a (每 次 都 按 
同一 方向 旋转 ). 设 4' B'C' 是 由 旋转 后 的 直线 构成 的 新 三 角 
形 . 变动 a a 角 使 它 取 各 种 不 同 的 值 , 分 别 找 出 人 4 B' C' 的 中 
线 交点 ,高 的 交点 以 及 角 平 分 线 的 交点 的 轨迹 . 证 明 所 有 这 些 
三 角形 的 外 接 圆 圆心 重合 . 

58. 设 开 ,天 ,大 是 人 4Bc 的 边 48, BC, 4C 上 的 三 个 点 .证 
明 
(a) 入 LMA,， 和 八 MKB， 八 KLC 的 外 接 贺 SS,S, 不 于 一 
点 ; 

(b) 以 圆 SSsssSs 的 中 心 为 顶点 的 三 角形 相似 于 
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和 人 45C. 

问题 58 (a) 中 的 命题 可 以 进一步 推广 , 见 第 三 册 第 二 章 
$ 1 中 问题 218 (b). 类 似 地 , 问题 58 (b) 也 可 以 推广 , 但 我 们 
不 獒 述 了 . z 

59. 设 在 贺 
S 中 内 接 了 两 个 
正 向 全 等 的 三 角 
形 4BC 和 4BiC， 
( 唤 第 一 册 第 55 
页 ). 命 4, 且 ,C 
是 它们 的 对 应 边 
的 交点 (图 56). 
证 明 


(a) A 人 ABC 人 
相似 于 入 4BC 和 A4iBiC, ; z 

Cb) 人 A80 的 高 的 交点 与 加 8 的 中 心 重合 ， 

60. 设 ! 是 平面 上 任意 一 条 直线 ， 直线 l,lzsls 分 别 关 于 给 
定 的 三 角形 4BC( 不 是 直角 三 角形 ! ) 的 三 条 边 与 1 对 称 , 设 7 
是 由 直线 4,is,is 构成 的 三 角形 . 证 明 .| 

(a) 对 应 于 直线 i 的 各 种 不 同位 置 , 所 得 到 的 三 角形 了 
都 彼此 相似 ; ”| - 

(b〉 所 有 使 得 有 1, /2, ls, 交 于 一 点 已 的 直线 / 都 过 人 
ABC 的 高 的 交点 五 5 50 的 交点 己 的 轨迹 是 A4BC 的 外 接 
贺 ; z 

(c). 所 有 使 得 三 角形 了 有 给 定 面积 的 直线 i 都 与 同一 个 
以 为 中 心 的 圆 相 切 . 
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61. 证 明 从 点 已 癌 人 A4BC 的 三 条 边 所 作 的 垂 线 的 垂 足 在 
一 直线 上 ( 西 姆 松 线 , 图 57), 当 且 仅 当 P 在 八 4BC 的 外 接 加 


62. 从 问题 61 的 结果 
导出 以 下 定理 的 证 明 .: 
(a) 由 平面 上 任意 四 
条 直线 (其 中 任意 三 条 都 
不 交 于 一 点 , 并 且 任 何 两 
”条 都 不 平行 ) 确定 的 四 个 
三 角形 的 外 接 圆 过 同一 点 . 
图 57 (b) 设 给 定名 5S 和 
它 的 三 条 弦 M4, MB, MC, 以 这 些 弦 为 直径 作 三 个 圆 , 这 三 个 
圆 中 的 任何 两 个 都 有 除 W 点 之 外 的 另外 一 个 交点 .证 明 这 些 
交点 在 一 条 直线 上 (图 58)， : 
(c) 用 a,5b, c,d 依次 表示 圆 内 接 四 边 形 48BCD 的 各 边 的 
长 度 ,e 和 了 是 它 的 对 角 线 的 长 度 , 则 
ac 十 2d 一 ef 
( 托 勤 密 定理 ). .: 
问题 62(a) 已 出 现在 这 一 册 第 一 章 8 2 中 ( 见 问题 35, 特 
别 是 图 32). 托 勤 密 定理 还 将 出 现在 第 三 册 第 二 章 中 ( 见 84 
中 问题 258 和 259), 在 那里 给 出 了 托 勒 密 定理 的 逆 定 理 ( 见 
问题 269) 和 另 一 个 定理 , 后 者 可 以 看 作 是 托 勒 密 定理 的 一 个 
很 有 意义 的 推广 ( 见 § 4 中 问题 261 和 § 5 中 问题 273). 
63. 平面 上 给 定 四 条 直线 , 其 中 任何 三 条 不 过 同一 点 , 并 
且 任 何 两 条 不 平行 .证明 由 这 些 直线 构成 的 四 个 三 角形 的 高 
的 交点 在 一 直线 上 . z 
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这 个 问题 还 
将 在 第 三 册 第 一 
章 8$2 中 出 现 
[ 见 问题 30(b)]. 

64. 设 S, 和 
Ss。 是 两 个 相交 
的 圆 , 点 M 是 到 
S 和 5 的 切线 


长 有 给 定 比 的 


态 , 找 出 点 必 的 
轨迹 , 


参看 第 三 册 


第 二 章 83 中 问 
题 250(b) 和 》4 
中 问题 260. 
在 给 定 三 角 
形 4BC 中 作 另 
一 个 相似 于 人 
4BC 的 内 接 三 角 
形 418.0， (字母 
的 顺序 表明 了 两 


图 59 | 
个 三 角形 的 边 的 对 应 关系 ), 使 得 人 A4iBiC 的 顶点 4 在 4B 
上 ,顶点 B: 在 BC 上 ,顶点 C 在 C4 上 (图 59). 满足 我 们 所 说 
条 件 的 三 角形 4,BiC, 有 无 穷 多 个 (因为 我 们 可 以 按 任意 方式 
选取 人 418101 的 一 条 边 的 方向 或 一 个 顶点 的 位 置 [ 见 第 一 章 
8$ 1 中 问题 9(b) 和 $2 中 问题 30 (a)]). 所 有 这 样 的 入 41B1C， 
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都 可 以 看 作 是 人 A4EC 在 以 0O, 作为 公 \ 共 旋转 中 心 的 螺旋 相似 
下 的 像 ( 见 定理 3 的 证 明 ). 点 0, 称 为 八 4BC 的 第 一 旋转 中 心 . 
人 486C 的 第 二 旋转 中 心 0, 是 指 信 4BC 和 相似 于 它 的 八 4,Bs0， 
的 公共 旋转 中 心 (字母 的 顺序 指明 了 两 个 三 角形 的 边 的 对 应 
关系 ), 这 里 人 A4:B:C: 内 接 于 A4Bc, 并且 使 得 4; 在 C4 上, B， 
在 AB 上 ，C， 在 BC 上 . 
65. 设 A4' B' Ct 相似 于 人 4BC (字母 的 顺序 指明 了 两 个 
三 角形 的 边 的 对 应 关系 ), 并 且 4 在 八 4BC 的 BC 边 上 ,B' 在 
4C 边 上 ,C' 在 48B 边 上 .证 明和 信 4BC 和 A4 BC 的 旋转 中 心 
0 是 人 A4BC 的 外 接 圆 圆心 . 
66. 设 贺 0, 和 0: 分 别 是 人 A4Bc 的 第 一 和 第 二 旋转 中 心 , 0 
是 外 接 圆 圆心 . 证 明 
(a) AO0.4B= /OBC = /00A= /0.BA= /008B 一 
了 0s4C (图 60) ;反之 ,如 果 点 M 使 得 
LMAB= AMBC = AMCA, 
则 点 MM 与 01 重合 ; 
”《b) 0 和 0; 重合 , 当 ， 
且 仅 当 4BC 是 等 边 三 角 
形 ， 
(c) 0 和 0 与 0 的 . 
距离 相等 : 00= 0:0 ; 
(d) 角 0.48B, O01.BC， 0 
OCA, 0.BA, 0.08, 0s40 的 值 pC 加 (a)) 不 超过 30°; 9 一 30。， 
当 且 仅 当 人 45C 是 等 边 三 角形 . 
67. 给 定 三 角形 48C, 求 作 它 的 旋转 中 心 0; 和 0，. 
68. 设 人 4 B,C, 和 人 和 八 4, B,C， 都 内 接 于 入 A4BC， 并 且 与 
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和信 4BC 相似 ，( 字 母 的 顺序 指明 了 这 些 三 角形 的 边 的 对 应 关 
系 ), 点 41,B1,C1 分 别 在 A4BC 的 边 4B,BC,C4 上 ,点 4,,B,,0， 
分 别 在 边 C4, 48, BC 上 . 另外 还 假设 人 A4BiC 和 人 4:B:C: 的 
边 41B1 和 48, 与信 4BC 的 边 48B 构成 等 角 ( 图 61). 证 明 


图 61 


(a) A4BiC 与 人 4:B:C， 全 等 ; 

(b) 直线 B01,C,41, 4,B, 分 别 平行 于 边 BC, C4, 48B, 而 直 
线 414,,BiB,C10; 分 别 反 平行 出 于 这 些 边 ; 

Cc) hi BC 4 BCs 六 点 在 一 个 圆 上 . 

69. (a) 设 41,B1,C1 和 4s, Bs,Cs 分 别 是 人 4BC 的 第 一 和 第 
二 旋转 中 心 在 三 角形 各 边 上 的 投影 . 证 明 和 俯 4.B.0, 和 八 4,B:C。 
都 相似 于 A4BC, 并 且 彼 此 全 等 ;六 个 点 41,B1,0,4s,B,,0, 者 


OD 一 条 与 人 4B8C 的 边 48 和 4C 分 别 交 于 PP 和 8 的 直线 称 为 反 平 行 于 边 
BC, 如 果 人 4PQ 一 人 4CB，, 并 且 了 4QP 一 人 ABC (如 果 人 4P@ 一 人 4BC ,并且 49P 一 
了 408, 则 线段 PQ 平行 于 边 BC). ， 


87 


在 一 个 加 上 , 该 圆 的 中 心 是 联结 人 4B8C 的 第 一 和 第 二 旋转 中 
心 的 线段 的 中 点 [图 62(a)]. 


图 62 


Cb) 证 明 : 在 一 给 定 的 三 角形 4BC 中 ,可 以 作 两 个 内 接 三 
角形 418:C, 和 4.B.C,, 使 得 这 两 个 三 角形 的 边 分 别 垂直 于 人 入 
4BC 的 边 ; 而且 这 两 个 三 角形 彼此 全 等 ;联结 这 两 个 三 角形 对 
应 顶点 的 三 条 线段 彼此 相等 , 并 交 于 同一 点 一 一 它们 的 中 点 
[图 62(b)]. z 
” “70. 设 0 是 人 4BC 的 一 个 旋转 中 心 ，4' ,8' ,C' 是 直线 
A401,， BO C0, 与 人 4BC 外 接 圆 的 交点 . 证 明 z 

. (8) A4' B' C0' 全 等 于 人 ABC; 
(b) 六 边 形 4C'B4'CB' 被 它 的 顶点 与 0: 的 联 线 所 分 成 
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的 六 个 三 角形 都 与 A4BC 相似 - 

71. 设 M 是 八 4BC 内 任意 一 点 . 证明: 在 人 MA4B, 人 人 MBC， 
LMCA 中 和 在 人 M4C， MCB,， 人 MB4 中 都 至 少 有 一 个 角 不 
超过 30°. 

作为 本 节 的 结尾 , 我 们 考虑 三 个 相似 图 形 局 ,payPs 的 某 
些 性 质 . 用 0,,0:,0: 表示 这 三 个 图 形 中 依次 两 个 的 旋转 中 心 ， 
Aoio:0。 称 为 图 形 Pu,pPayps 的 相似 三 角形 . 这 个 三 角形 的 外 
接 圆 称 为 图 形 Fi,F,,F;s 的 相似 略 忆 . 当 点 01,0,,0; 在 一 直线 
上 或 重合 时 ,相似 圆 退 化 成 一 条 直线 或 一 个 点 . 分 别称 它们 为 
图 形 PPsP: 的 相似 轴 和 相似 中 心 ，( 若 PPsP: 两 两 中 心 
相似 , 则 相似 圆 退化 成 一 条 直线 或 一 个 点 , 见 三 相似 中 心 定理 
第 30 页 ). 

在 问题 72 和 问题 73 中 , 我 们 假设 图 形 Fi,7,, Fs 的 相似 
圆 不 退化 成 一 条 直线 或 一 个 点 . 

72. 在 平面 上 给 定 三 个 相似 图 形 PP:zps. 设 
41B1, 4zB:, 4sBs 是 这 三 个 图 形 中 的 三 条 对 应 线段 ; 三 角形 
D1D2D; 的 边 分 别 在 直线 41B1,4 2B,， 4:B, 上 (图 63). 证 明 

(a) “直线 D101, Ds0,, Ds0， 相交 于 图 形 FisF,, Fs 的 相似 图 
上 的 一 点 U[ 图 63(a)); 

(b) Adi4:D,，A 人 44D,A4:4sD, 的 外 接 圆 相交 于 图 形 


@ ”两 个 正 向 相似 图 形 的 旋转 中 心 这 个 概念 推广 了 下 面 两 个 概念 : 1〉 两 个 
正 向 全 等 图 形 的 旋转 中 心 ; 2》 两 个 中 心 相似 图 形 的 相似 中 心 .所 以 上 面 提 到 的 
那些 点 无 论 称 为 图 形 的 “旋转 中 心 ” 或 “相似 中 心 ” 都 是 合理 的 . 我 们 认为 对 于 这 
一 节 的 结尾 部 分 中 所 讨论 的 问题 来 说 , 第 二 个 名 字 更 为 合适 - 因此 我 们 说 : 三 个 
正 向 相似 图 形 中 依次 两 个 的 相似 中 心 构成 这 些 图 形 的 相似 三 角形 . 但 是 “旋转 中 
心 ” 这 一 术语 在 文献 中 更 为 普遍 . 
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有 ,Rs 的 相似 圆 上 的 一 点 F[ 图 63(Cb)]; 
(c) 设 D1D2Ds 是 与 人 D1DzD; 不 同 的 某 个 三 角形 , 它 的 边 
在 ,fs 和 Fs 的 三 条 对 应 直线 上 . 则 人 Dip:D: 和 人 六 Dips 正 
向 相似 , 并 且 它 们 的 旋转 中 心 0 在 图 形 F,,F;,F, 的 相似 加 上 
图 63(c)]， 
73. 设 Pu,Ps,Ps: 是 三 个 相似 图 形 ，4,4s,1s 是 这 些 图 形 中 
的 对 应 直线 ,并 设 4,72,4s 交 于 一 点 下 (图 64). 证 明 


图 64 


(a) WW 在 Fi,F,,F， 的 相似 圆 上 :; 

《b》 ,lssls 分别 经 过 Fi,Fi,F; 的 相似 圆 上 的 三 个 定点 
J1,J2,Js( 即 这 三 个 点 不 依赖 于 直线 ,人 ,2 的 选取 ). 

除了 问题 72 和 问题 73 中 所 陈述 的 定理 外 , 还 可 以 指出 
三 个 相似 图 形 F,,F,,F, 所 具有 的 其 它 许多 值得 注意 的 性 质 . 
我 们 把 其 中 的 某 些 性 质 列 在 下 面 : 

I 和信 JiJws( 见 问题 73 (b)] 反 向 相似 于 人 DiD:Dps ,其 中 
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一 个 三 角形 的 边 分 别 在 图 形 F,,F,, Fs 的 任意 三 条 对 应 直 
线 上 . 

II。 直线 J101,J2025Js0s 交 于 一 点 TT， 

HL 者 Fi,Fs,Fs 的 三 个 对 应 点 41,4,,4; 在 一 直线 上 , 则 这 
直线 过 一 固定 点 7( 即 中 所 述 的 点 7). 反 之 ,每 条 过 7 的 直 
线 包 含 ,Fi, 了 的 三 个 对 应 点 . 

1V. 若 41,4;,4; 是 图 形 Fj,Fs,F, 的 三 个 对 应 点 ， 则 
和信 41020s, 和信 420.0;, 和信 4010; 的 外 接 圆 交 于 一 点 . 

Y. 图 形 F, 中 的 点 4 的 基本 三 角形 是 指 八 4,4,4,，， 其 中 
4: 和 4: 是 点 4 在 Ff, 和 Fs 中 的 对 应 点 . 则 有 

(a) 使 得 Al 的 基 本 二 角 形 AlA,A，, 的 /AAA, (或 
4,4:4; 或 了 人 4,4:4: ) 等 于 给 定 角 的 点 4 的 轨迹 是 圆 ; 

(b) 使 得 基本 三 角形 4,4:4* 的 边 4,4: (或 4,4; 或 4.4, ) 有 
给 定 长 度 的 点 4, 的 轨迹 是 圆 ; 

(c) 使 得 基本 三 角形 44:4;: 的 边 之 比 44xy44， (或 
A142z/ 454As 或 41.4;/ 4,4,) 有 给 定 值 的 点 4 的 轨迹 是 图 ; 

(d) 使 得 基本 三 角形 44:4, 有 给 定 面积 的 点 4 的 轨迹 
是 图 . : : 
我 们 把 所 有 这 些 断 言 的 证 明 留 给 读者 . 


2.” 保 距 变 换 和 相似 变换 在 求解 极 大 极 小 问题 中 的 应 用 


这 很 短 的 一 节 与 本 书 中 其 它 部 分 的 联系 不 是 很 紧密 的 . 
在 这 一 节 中 收集 了 一 些 找 各 种 几何 量 的 最 大 值 和 最 小 值 的 问 
题 . 这 些 问 题 可 以 用 各 种 方法 解决 ,但 是 在 多 数 情况 下 是 通过 
保 距 变换 或 相似 变换 来 解决 的 . 这 后 一 种 情况 正好 说 明了 本 
书包 含 这 一 节 的 原因 . 
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74. (a) 给 定 直线 ! 和 位 于 ! 同 侧 的 两 个 点 4 和 B. 在 直 
线 1 上 求 一 点 六 ,使 得 距离 4X 与 BX 之 和 有 最 小 值 . 

(b) 给 定 直 线 1 和 位 于 1 蜡 侧 的 两 个 点 4 和 B. 在 1 上 找 
一 点 X, 使 得 距离 4X 与 BX 之 差 尽 可 能 地 大 . 

75. (a) 在 给 定 三 角形 4BC 中 求 作 内 接 三 角形 , 使 得 它 
的 一 个 顶点 为 4B 边 上 的 给 定点 P, 并 且 它 的 周 长 有 最 小 值 

(b) 在 给 定 三 角形 4Bc 中 作 内 接 三 角形 , 使 它 的 周 长 有 
最 小 值 . 四 

76. 在 给 定 四 边 形 4BCD 中 作 有 极 小 周 长 的 内 接 四 边 形 . 
证 明 这 个 问题 在 一 般 情况 下 没有 正常 的 解 ( 即 没 有 非 退 化 四 
边 形 解 ). 但 车 四 边 形 4BCD 可 以 内 接 于 圆 , 则 问题 有 无 穷 多 
个 解 , 即 有 无 穷 多 个 内 接 于 4BCD 的 周 长 相 同 的 四 边 形 , 使 得 
任何 其 余 的 内 接 于 4BCD 的 四 边 形 比 它们 有 更 长 的 周 长 . 

我 们 可 以 提出 下 面 更 一 般 的 问题 : 在 给 定 的 4 边 形 中 作 
有 极 小 周 长 的 内 接 x 边 形 . 用 类 似 于 解 问题 75 (5) 和 问题 76 
时 所 用 的 方法 可 以 证 明 , 当 是 奇数 时 ,这 个 问题 一 般 有 了 唯一 
解 ; 而 当 ?” 为 偶数 时 ,本 问题 或 根本 无 解 或 有 无 穷 多 个 解 . 

77. 在 给 定 的 三 角形 48C 中 , 作 内 接 三 角形 ,使 它 的 三 条 
边 分 别 垂直 于 外 接 圆 半径 04, 08B, 0C. 从 这 个 作 图 法 导出 当 
和 A48C 是 锐角 三 角形 的 情形 ,问题 75Cb) 的 另 一 个 解法 . 

78. 在 给 定 的 三 角形 4BC 中 , 作 内 接 三 角形 DBP, 并 使 得 
ae。BP 二 5 。FD 十 c。DB 有 最 小 值 ,其 中 a,b,c 是 给 定 的 正 数 . 

79. 在 A4BC 所 在 的 平面 上 找 一 点 以, 使 它 到 各 顶点 的 
距离 之 和 尽 可 能 地 小 . : 

80. (a) 作 给 定 三 角形 4BC 的 外 接 等 边 三 角形 , 使 得 过 
点 4, B,C 所 作 的 这 等 边 三 角形 各 边 的 垂 线 交 于 一 点 . 从 这 个 
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作 图 法 导出 问题 79 的 另 一 个 解法 . 

(b) 在 给 定 三 角形 4BC 中 作 内 接 等 边 三 角形 ， 使 得 从 点 
4, B, C 向 等 边 三 角形 各 边 所 作 的 垂 线 交 于 一 点 . 从 这 个 作 图 
法 导出 问题 79 的 又 一 种 解法 . 
81. (a) 设 4BC 是 等 边 三 角形 , M 是 这 三 角形 所 在 平面 
“上 的 任意 一 点 . 证明 MA 十 MC 之 MB. 问 ;什么 时 候 有 MA 十 MO 
~ MB? . 

(b) 由 题 (a) 中 的 命题 再 导出 问题 79 的 另 一 个 解法 . 

82. 设 4BC 是 等 腰 三 角形 ,4C= BC 之 48B. 对 于 三 角形 所 
在 平面 上 怎样 的 点 M,，M 到 4 的 距离 与 M 到 B 的 距离 之 利 
碱 去 M 到 C 的 距离 , 即 M4 十 MB 一 MC 有 极 小 值 ? 

83. 在 给 定 三 角形 4BC 所 在 的 平面 上 找 一 点 M, 并 使 得 
a。MA 十 5。 MB 十 c。 MC 有 最 小 值 ,其 中 a,5,c 是 给 定 的 正 数 . 

问题 83 中 的 数 a, b,c 可 以 允许 有 某 些 是 负 的 . 但 是 在 求 
解 这 类 问题 时 必须 区 别 许 多 不 同 的 情形 (参看 问题 82 的 解 ). 
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习题 解答 


第 一 章 “相似 变换 的 分 类 


1. 设 直线 已 作出 (图 65). 由 假设 点 C 以 4 为 相似 中 
心 ， 以 n/m 为 相似 系数 , 中心 相 似 于 点 B, 所 以 它 落 在 以 4 为 
相似 中 心 , 以 wm 为 相似 系数 , 中 心 相 似 于 的 直线 与 上 . 因 
而 点 C 可 以 作为 直线 和 以 的 交点 被 作出 . 车 不 平行 于 4s， 
则 本 题 有 唯一 解 ; 若 Ni， 则 局 或 平行 于 i 或 与 4 重合 ,对 
. 应 于 这 两 种 情形 ， 本 题 或 无 解 或 解 不 宕 

2. (a) 所 求 的 轨 
迹 可 由 国 8 经 过 中 
心 为 4, 相似 系数 为 
1/2 的 中 心 相 似 变 换 
得 到 . 因此 它 是 以 40 
为 直径 的 圆 , 这 里 0 
是 5S 的 中 心 [图 66 
(a)J. 
，_(b). 作 以 4o 为 . 
直径 (0 是 5 的 中 心 )， …” / 
的 贺 & .因为 SS 是 S | 65 
的 所 有 经 过 点 4 的 弦 的 中 点 的 轨迹 [网 Ka 8 与 弦 BC 的 交 
点 确定 所 要 作 的 弦 [ 图 66 (b)]. 本题 可 以 有 两 个 解 , 一 个 解 或 
无 解 . 
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3. 考点 以 1 为 中 
。 心 , 系数 为 干 "/r，( 当 两 
， 一 ,图 外 切 时 [图 67 〈a)] 取 
一 了 号 ， 而 当 两 圆 内 切 时 
[图 67(b)) 取 “ 十 ”号 ) 的 
中 心 相似 , 这 里 rr 分别 
为 圆 及 和 8 的 半径 . 这 个 
- . 变换 把 半径 为 7 的 圆 R 
: ”67Ca) 变 成 与 在 点 M 相 切 的 
半径 为 ”: 的 圆 , 即 把 变 成 5. 圆 ER 的 点 4 在 这 变换 下 变 到 
圆 8 的 点 B, 并 且 ER 在 4 的 切线 i 变 成 8 在 8 的 切线 i,. 因 
为 4 是 由 4 经 过 中 心 相似 得 到 的 ,所 以 这 两 条 直线 平行 
4. 考虑 以 MM 为 中 心 , 系数 为 二 rs/7i 的 中 心 相似 变换 ， 
.这 里 和?** 分 别 是 医 吾 和 8S 的 半径 . 这 个 变换 把 直线 mm 和? 
变 成 它们 自身 , 并 且 把 与 m 和 相 切 的 、 半径 为 ,的 圆 R 变 
成 与 m 和 相 切 的 半径 为 "* 的 圆 5 (图 68). 还 有 , 直线 /1 变 
成 它 自身 ， 线段 4B 变 成 CD, 点 变 到 ,因而 和信 4BE 变 成 
人 和 信 CDF. 由 此 可 知 , 这 两 个 三 角形 是 相似 的 CCa) 的 断言 ,并且 
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相似 系数 是 上 一 rzy/rr 所 以 人 
CDP 的 面积 . 人 4BB 的 面积 一 驴 - 
二 (rsyrD: CCb) 的 断言 ]. 最 后 ，， 
从 人 CDF 是 由 人 48B 经 过 以 1 
为 中 心 的 中 心 相似 得 到 的 , 可 知 。,， 
这 两 个 三 角形 的 对 应 点 的 连 线 ，! 
”例如 它们 重心 〈 即 它们 的 中 线 的 ， 
交点 ) 的 连 线 ,经 过 点 MCCe? 的 断 
言 ]， 


“图 68 


5. (a) 以 Mt 为 中 心 ， 系数 为 
k= DC/AB= MD/MA= MC/MB 


的 中 心 相似 (图 69) 把 人 AW4B 变 成 人 MDC， 并 是 把 AM4B 的 


外 接 圆 BR 变 成 人 MDC 的 外 接 圆 8. 因为 8 是 由 正经 过 以 的 
点 M 为 中 心 的 中 心 相 似 得 到 的 ,由 此 即 知 B 与 3 在 世相 引 
Cb) 以 六 为 中 心 , 系 数 为 
k,=CD/AB= NC/NA= ND/NB 
(在 这 里 我 们 所 考虑 的 是 有 疝 线段 之 比 ， 所 以 和 是 负 的 ) 的 中 
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心 相 似 把 人 AN45 
变 成 人 wcDp, 并 
且 把 AN4B 的 
外 接 圆 R 变 成 
AwNcp 的 外 接 
圆 S .因为 相似 
中心 w 在 忆 
> ”上 , 所 以 RR 和 45， 
/ 图 69 在 入 相 切 . 
Cc) 8 与 下 的 半径 之 比 是 1= DC/4B [因为 人 M48 与 
人 MDC 相似 , 见 (a)], 圆 5, 与 8 的 半径 之 比 是 | 三 | = 

1CD/ 4B| [ 见 (b) 的 解 j. 但 是 ,有 |1CD/4B1 二 DC/4B, 这 就 证 

明了 (ce) 中 的 断言 .. | | 

6. (a) 车 M 是 梯形 4B0D 的 两 条 不 平行 边 4D 和 BC 的 
交点 [图 :70(a)], 则 中 心 为 M, 系 数 为 Bc/4B 的 中 心 相似 把 线 
段 4B 变 成 线段 DC, 且 把 八 4BE 变 成 人 DCF [参看 问题 5 (a) 
的 解 . 由 此 即 可 得 出 本 题 中 的 断言 . z 

(b) 车 入 是 梯形 4BCD 的 对 角 线 4C 和 BD 的 交点 [图 70 
(b)], 则 中 心 为 w, 系 数 为 CD/4B( 负 的 ! ) 的 中 心 相 似 把 线段 
4B 变 成 CD, 并 且 它 把 两 个 正方 形 中 的 一 个 变 成 另 一 个 [参看 
问题 5(b) 的 解 ]. 由 此 即 知 本 题 中 的 断言 成 立 . 

”7. 中 心 在 梯形 4BCD 的 边 4D 和 BC 的 延长 线 交 点 W, 相 
似 系 数 为 DC/4B 的 中 心 相 似 把 线段 48 变 成 线段 DC, 并 且 把 
AB 的 中 点 下 变 成 DC 的 中 点 工 [ 参 看 问题 6(a) 的 解 ]. 所 以 直 
线 KL 过 相似 中 心 M (图 71). 中 心 在 梯形 4BCD 的 对 角 线 4C 
和 BD 的 交点 N, 系数 为 CD/4B ( 负 的 ! ) 的 中 心 相似 也 把 点 
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MD 
(a) -本 -7 一 电 - 


“KK 变 成 点 工 . 这 变换 把 线段 4B 变 成 “ - _- 
cD[ 参 看 问题 6Cb) 的 解 1. 所 以 直线 
KL 也 过 点 VN. 
8. (a) 设 所 要 作 的 直线 i 已 作 
好 ,因而 有 4B8/4C= 二 1/2[ 图 72(a)). 
由 此 我 们 得 出 下 面 的 解法 . 以 圆 S，… 
上 任意 一 点 4 为 相似 中 心 , 以 1/2 ，“、 
”为 相似 系数 作 中 心 相 似 于 图 5 的 7 
Ss, ,所 要 作 的 直线 由 5S; 与 8 的 交点 和 点 4 确定 . ( 当 4 选 
定 以 后 ,这 样 的 直线 可 以 有 两 条 ,或 恰好 一 条 ,或 根本 没有 . ) 
(b) 再 次 假设 直线 上 已 作出 使 得 4B/4C=1/2 [图 72 
(b)]， 我 们 可 以 得 出 下 面 的 作 图 法 . 以 圆 8, 上 任意 一 点 4 为 
相似 中 心 , 以 1/2 为 相似 系数 , 作 中 心 相似 于 S, 的 圆 S, , 加 
Ss 与 8; 的 交点 和 点 4 确定 所 要 作 的 直线 . ( 当 4 选 定 以 后 ， 
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”这 样 的 直线 可 以 有 两 条 ,或 一 条 ,或 没有 .) 


(a) (0b) 


“图 72 
(ce) 设 直线 1 已 找到 , 并 设 4',B' ,0' ,D 是 1 与 加 
SS2Ss 3 的 另外 四 个 交点 [图 72 (c)j. 显然 ，4B 一 CD . 
因此 ， i: 
AD' = AB+BC' —D'C’' = BO', 
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所 以 有 
4D 4D 。47 


一 一 一 


BC BC» BO’ 
数量 4D。4D' 不 依赖 于 从 4 所 引 的 直线 与 5, 的 交点 了 D 
和 D' 的 位 置 , 它 等 于 48 .4B' (这 里 加 和 B' 是 直线 40(0 是 
四 个 加 的 公共 中 心 ) 与 5, 的 交点 )， 即 等 于 
《71 一 ?70) 《ri 十 7) ， 这 里 > 和 :分别 是 Si 和 5 的 半径 . 类似 地 
有 BC。BC' 二 (7; 一 73)(7, 十 ?3) ， 这 里 rs 和 和 7s 分别 是 5, 和 
5; 的 半径 . 于 是 有 


AD ri—74 
| BC 7 一 7 . 
又 由 | 
AD= AB+- BC+-+CDS= 24B 十 BC， 
有 
AD AB 
BO™ “BG ti 
所 以 
和 5 一斑 (号 三 于 一 1) 一 瑟 1 一 人 十 路 一 7 
BC 2 72 一 了 3 2(7 一 ?3 
这 样 就 有 
A0_AB+BO_| ,BC 
AB AB 和 AFB 


因此 ,4C/4B 可 以 认为 是 已 知 的 。 : 
由 此 我 们 得 出 下 面 的 作 图 法 :以 圆 5， 上 任意 一 点 4 为 相 
似 中 心 ， 以 
二 


. 2 2 2 2 .: 
TT7 
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为 相似 系数 作 中 心 相 似 . 设 这 个 变换 把 圆 S: 变 到 圆 S: . 所 求 
作 的 直线 由 8S* 与 S: 的 交点 和 点 4 确定. ( 当 4 选 定 以 后 , 这 样 
的 直线 可 以 有 两 条 ,一 条 或 没有 . ) 
9. (a) 作 一 正方 形 KLMN ,使 得 K 在 4C 边 上 ,MN 在 底 
边 4B 上 (图 73). 车 L' 是 直线 4L 与 BC 的 交点 , 则 以 4 为 相 
似 中 心 ,系数 +=4L' /4L 的 中 心 相似 把 正方 形 KLMN 变 成 所 
求 的 正方 形 7 K'L'M'N’. 
(车 坚持 要 求 所 
” 作 正 方形 的 所 有 顶点 
， 真正 落 在 八 4BC 的 边 
上 , 而 不 是 在 它们 的 
延长 线 上 , 那 末 , 当 角 
A “44 和 和 角 8 都 小 于 90° 
MMNNMP MAN 、 “1 或 其 中 之 一 等 于 90 
z 图 73 | 时 ， 本 题 显然 有 唯一 
解 ; 而 当 这 两 个 角 之 一 大 于 90* 时 ,本 题 无 解 . 如 果 我 们 允许 
正方 形 的 顶点 落 在 人 4BC 的 边 的 延长 线 上 [ 见 问 题 10 (c) 中 
的 注 ), 则 一 般 说 来 本 题 有 两 个 解 ,在 图 73 中 它们 由 两 个 正方 
形 K'L' M'N' 和 KiLMiN' 表示 . 仅 当 ALi/W BC 时 (用 图 73 
中 的 记号 ) 本 题 有 唯一 解 . ) 
Cb》 作 人 LMN 使 得 它 的 边 分 别 平行 于 4,4s,4s ,并 且 使 得 
在 BC 上 ,MM 在 C4 上 .车 N' 是 直线 CN 与 4B 的 交点 , 则 以 
0 为 中 心 , 系数 二 CN' /CN 的 中 心 相似 把 人 LMN 变 成 所 求 
的 人 M' N' (图 74). 
10. (a) 过 4 和 8 分 别 引 平行 于 坟 和 4 的 直线 , 设 0 是 它 
们 的 交点 . 过 0 引 直 线 4 和 坟 分 别 平行 于 4 和 1。( 图 75). 选取 
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”图 4 
两 对 满足 题 中 假设 的 点 Ms Ms 和 Nis Na MM 和 和 NN, 在 4 上 ， 
M:N; 在 li。 上 ， 并 且 4MW/ BM ANVBN, 一 


命 WiNi 分 别 是 过 Mi,Nw, 并且 平行 于 避 的 直线 和 六 的 
交点 命 M,, Ns 分 别 是 过 Mes Ns 并且 平行 于 4 的 直线 各 


的 交点 .于 是 有 
01 ON OM, 011 
“0M ON 一") 或 DDN 


由 此 可 知 , 直线 MM 和 MM' 都 以 0 为 相似 中 心 , 分 别 与 直 
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“ 线 NiN 和 NsNs 中 心 
相似 . 因而 直线 MM 
和 MM 的 交点 作 以 0 
为 相似 中 心 , 与 直线 
NNi 和 NoNs 的 交点 NN 
， 中心 相似 ; 换 句 话说 ,所 
““ 求 轨迹 上 的 任何 两 个 点 
机 “都 落 在 过 0 的 同一 条 
， 图 1 ”,。 ”直线 上 ,因此 所 求 的 轨 
: 迹 是 一 条 直线 . 为 了 作出 这 条 直线 , 只 须 注意 到 它 经 过 0 和 
“任意 一 个 满足 题 中 条 件 的 点 M. : 
cb 设 A944… 和 如 是 我 们 的 多 边 形 的 某 个 图 定位 置 ( 见 四 
76, 这 里 a 二 6); 因 为 原 多 边 形 的 边 总 平行 于 它们 在 4?43… 
和 的 对 应 边 ， 并 且 硕 点 4, 和 语 直 线 4 江 
_ 动 ,由 此 可 知 , 比 


Ald!. Adhs -Aish,, 
434，， 484， | 2 4 14。， 


都 保持 常 值 所 以 , 比 


4t4， 444， 44， .Ah 
4-4 434，484， ”4 


也 保持 常 值 . 由 (a) , 这 意味 着 4, 也 在 一 直线 .上 移动 . (直线 
4 由 项 点 4. 的 任意 两 个 位 置 确定 .》 

“(ce) 命 4,4,…,4 是 给 定 多 边 形 的 边 所 在 的 直线 . 在 4 
上 任 取 点 4 , 作 一 多 边 形 4,4,…4, 使 它 的 边 平行 于 给 定 的 直 
线 , 并 且 它 的 顶点 4,,… ,4 :分 别 在 直线 4 多-， 上. 如果 
这 多 边 形 的 顶点 44a 4 1 沿 直线 ,ls,… ,ll 以 这 样 的 
方式 滑动 ,使 得 它 的 边 保持 平行 于 给 定 的 直线 , 则 由 (b) ,顶点 
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4. 也 沿 某 直 线 m 滑动 , 这 直线 由 水 的 任意 两 个 位 置 确定 : 直 
线 m 与 直线 4 的 交点 确定 所 求 多 边 形 44… 示 的 顶点 未 的 
位 置 . 
若 4 不 平行 于 zx, 则 本 题 有 唯一 解 ; 车 mm 但 4 天 mm ， 
| 若 4 一 mm 则 本 题解 不 是 ， | 
: 因为 边 BC 的 
友 度 不 朗 并 上 8B 不 动 ， 
” 当 镑 链 连 接 的 平行 四 边 ， 
形 移 动 时 , C 在 以 B 为 
中 心 的 某 个 加 上 移动 . 
但 是 8 是 由 C 经 过 以 
固定 点 4 为 中 心 , 系数 
为 1/2 的 中 心 相似 变换 
得 到 的 .所 以 & 也 在 一 四 
个 圆 上 移动 , 这 个 圆 可 图 77 
以 由 C 沿 着 它 移动 的 那个 加 经 过 上 面 所 讲述 的 变换 得 到 . 
12. (a) 设 r 是 人 4B0 的 内 切 圆 8S 的 半径 , p 是 傍 切 圆 " 
的 半径 (图 77). 以 4 为 中 心 , 以 7/p 为 系数 的 中 心 相 似 把 o 
变 成 8, 并 且 把 在 召 点 与 o 相 切 的 直线 BC 变 成 在 D1 与 8 相 
切 的 直线 B'C'. 因 D, 是 由 吝 经 过 以 4 为 中 心 的 中 心 相 似 得 
到 的 , 所 以 直线 8D, 过 4. 由 于 的 两 条 切线 BC 和 B'C' 是 
平行 的 , 所 以 它们 与 8 的 切 点 DD 和 D, 必定 是 对 色 点 . 这 就 证 
明了 本 题 的 断言 . 
(b) 设 内 切 圆 83 与 人 A4BC 的 边 BC，C4， 48 分 别 切 于 Dp， 
.DP' ，、D', 傍 切 加 o 分 别 与 这 些 边 (或 延长 线 ) 切 于 E, EB ，E" 
(这 里 我 们 说 的 是 与 人 4BC 的 边 BC 及 其 它 两 边 延 长 线 相 切 的 
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傍 切 圆 , 见 图 77). 我 们 用 BC=a,C4 一 5 458 一 c 表 示人 4BC 的 
边 . 由 于 从 圆 外 一 点 向 图 所 引 的 两 切线 段 有 相同 的 长 度 . 因而 
“有 、… - 
CD 二 CD 一 (一 5D) 十 (一 47D ) 
一 4 一 下 D 十 六 一 4 
一 4 十 5 一 48B 一 4 十 六 一 5c. 
又 因为 CD 二 CD' ,我们 有 
CD 一 万 (ce 十 5 一 9 
类 似 地 ,有 z 
AE' 十 4E"= 二 (5 十 CE) 十 《c+ 二 BE’) 
=b 二 CB 二 +c 二 BE : 
=b+etBC=atbte. 
因为 AE!’ = AE” ;所 以 有 


AB' 二 地 (a 十 b 十 c) 

又 . 
CE=CBE' = AE' 一 4C 一 于 (ae 十 ?十 o) 一 6 一 方 (a 一 5 十 0)， 
由 此 得 到 

8D 一 CD 一 0CB 一 方 (o 十 5 一 6) 一 于 (ae 一 5 十 o) 一 5 一 ec 

为 了 从 给 定 的 量 ”,& 上 和 2 一 作出 人 48c，, 我 们 先 作 一 直 

角 三 角形 BDD (图 77), 使 得 它 的 两 条 直角 边 ED 二 6b 一 c 和 
DD 二 27 .然后 ,以 DD, 为 直径 作 圆 心 。 引 直线 平行 于 ED, 并 
使 它 与 BD 距离 等 于 直线 8BD, 与 1 的 交点 即 为 所 求 三 角形 
的 顶点 4 三 角形 的 另外 两 个 顶点 和 C 是 圆 8 的 两 条 切线 
4Dr 和 4D' 与 BD 的 交点 . 
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13. (a) 车 4/ is ,本 题 的 解法 是 简单 的 . 车 4 与 i 不 平行 ， 
命 M 是 它们 的 交点 , 考 虚 包含 点 4 的 角 域 Mi . 在 角 42 
中 任 作 一 内 切 圆 5 [图 78 (a)j. 命 8B 是 直线 M4 与 圆 S 的 交 
点 . 所 求 的 圆 5 以 M 为 相似 中 心 , 以 M4/ MB 为 相似 系数 , 中 
心 相似 于 .5 .在 相似 中 心 和 相似 系数 已 知 的 情况 下 ， 我 们 容 
易 作 出 5. 者 4 不 在 4 或 上 ， 本 题 有 两 个 解 . ~ 


图 78(a) 、 

”(b》 命 相 是 48 的 中 垂 线 , / 是 关于 mn 对称 于 1 的 直线 
[图 .78 (b)]. 所 求 的 圆 必定 与 直线 / 相 切 . 于 是 把 本 题 归结 为 
问题 (a) : 作 一 个 圆 ， 使 它 与 两 给 定 直线 4 和 |/ 相 切 ,并 且 过 给 
定点 4 

(¢) 用 好 表示 直线 1 与 2 的 交 

, 点 ,并 设 8 是 所 求 的 圆 [图 79 (a)] @. 

贺 5 与 8 的 切 点 N 是 它们 的 相似 中 

心 . 把 5 变 成 了 的 这 个 中 心 相似 把 直 
“ 线 4 和 4 分 别 变 为 直线 志和 is, 这 里 
Vuh/N ts, 并且 它 们 都 与 圆 3 相 切 . 

点 M 变 到 二 与 也 的 交点 歼 . 因 此 


-全 


--- 和 -- 


图 78(b) 


@ 若 4V ea ,本 题 容易 解 ,因为 8 的 半径 立即 可 以 确定 . 
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| 图 79(a) 

可 以 作为 直线 MH 与 加 5 的 交点 被 定 出 . 随后 5 容易 作出 
“(以 NW 为 中 心 , 把 刀 变 为 4 的 中 心 相似 也 把 5 变 成 5). 直线 
i 与 各 有 两 种 选取 方式 , 连接 MM 到 i 和民 的 交点 的 直线 可 以 
与 贺 8S 交 于 两 点 . 因此 本 题 可 多 到 8 个 解 [ 例 如 , 见 图 79(b)]. 
”14. (a) 根据 中 线 的 一 个 熟知 的 性 质 ,由 和信 48C 各 边 中 点 
连 线 所 构成 的 八 4' B'C' ,以 M( 八 4BC 的 重心 ) 为 相似 中 心 ， 
一 1/2 为 相似 系数 ,中心 相似 于 入 4BC [图 80 (a)]. 人 4BC 的 
高 4D, B88, 0F 对 应 于 人 A4 B' 0' 的 高 41 D' ,B' 8' ,cm ,并 
且 人 入 4BC 高 的 交点 (重心 ) 五 对 应 于 A4' B' C' 高 的 交点 ， 邯 
点 0 (因为 A4'BC' 的 高 分 别 是 和信 4BC 各 边 的 中 垂 线 ). 因 
此 点 互 和 0 以 允 为 中 心 , 以 一 1/2 为 相似 系数 中 心 相似 , 即 
它们 在 过 M 的 同一 直线 上 , 且 M 分 线段 O08 成 HM/MO 一 2. 
(b) 本 题 的 证 明 类 似 于 (a) 的 证 明 , 并 且 基 于 这 样 的 事 

实 : 过 三 角形 4BC 各 边 中 点 , 且 平 行 于 这 些 边 所 对 角 的 平分 
线 的 直线 都 以 M 为 相似 中 心 , 一 1/2 为 相似 系数 分 别 中 心 相 
似 于 三 角形 4BC 各 角 的 平分 线 (图 80 (b)]. 所 以 这 些 直 线 交 
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图 79(b) 
于 一 点 K. (K 是 三 角形 4BC 角 平 分 线 的 交点 Z 的 像 . ) 
“(ec) 命 4,B',C' 是 A4Bc 各 边 的 中 点 ; Ki1,K,, KK 是 角 
4 内 的 傍 切 圆 与 A4BC 各 边 的 切 点 ; P, 8, RR 是 内 切 圆 与 各 边 
的 切 点 (图 81). 我 们 来 证 明 4K /ZA4' ,用 aoc 表示 人 4BC 的 
各 边 , 27 表示 周 长 ， 刀 表示 BC 边 上 的 高 45 ,> 表示 内 切 圆 半 
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图 80() 
- 径 ,S 表 示 三 角形 的 面积 . 因为 ahs = 2pr( 二 28) ,我 们 有 hh/? 
= 2p/a ;所以 


我 们 将 证 明 KP/4'P 等 于 这 个 数 . 
事实 上 ,由 = oa 十 0 一 2aBP 有 


110 


- .一 . 一 一 -一 


-一 


1 


一 -一 


另 一 方面 ,由 


AK :一 三 AK 十 4 天 2) 


l 


一 了 (4B 十 BE 十 4C 十 Co) 


= 小 (4AB+ BK +AC+CK) 


= 方 (a 十 b 十 0) 二 p， 


BK=BEK,—=—= AKI— AB~=y~—c¢= 


a+b—c 
so 


因此 (如 在 图 81 中 所 表示 的 情形 ) 有 


2 | 2 了 于 2 _ 
K 巨 = B 巨 一 BK 一 人 十 全 一 一 - 


2a 
a 二 Tc 一 上 一 a 一 ab 十 ac 
| 
_ Cletbta) Fe 
2a 和 a 、 
又 由 于 i 
P= 5 (BP + BQ) = 于 (BC 一 CP 十 B4 一 49) 
一 本 (BC 十 B4 一 CR-- te 
因而 
rp _ 1 _& cb 
A'P=BP— BA 一 ?一 0 一 本 一 一 
于 是 我 们 有 


KF — PC 一切 本 2p 
A'P a 


办 和 4Pk 与 和 Zp4 相似 ,从 而 直线 4K 与 24 平行 
进一步 , 用 与 前 面 问题 的 解法 
完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 , 过 人 
ABC 的 项 点 并 且 平 行 于 42， 
B'Z,C'z 的 直线 (如 我 们 已 指出 
的 , 它们 是 连接 三 角形 顶点 到 它 的 
对 边 与 傍 切 圆 的 切 点 的 直线 ) 交 于 
一 点 了， 这 点 J 以 M 为 相似 中 心 ， 
以 一 2 为 相似 系数 中 心 相 似 于 Z. 
15. 命 0 是 所 求 三 角形 4BC 的 图 82 
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外 接 圆 8 的 中 心 (图 82). 由 问题 14Ca) 的 结果 ,这 三 角形 的 重 
心 M 在 线段 O 上 ,并 且 分 这 线段 成 比 0M: MH==1 : 2, 于 
是 M 可 以 作出 . 进一步 , 由 于 点 MW 分 人 A4Bc 的 中 线 4D 成 比 
AM : MD 二 2 : 1, 我 们 可 以 作出 边 BC 的 中 点 D. 现在 联结 D 
与 圆 $ 的 中 心 0. 因为 0D 平分 圆 8S 的 弦 BC, 可 见 0D 1BC. 所 
以 我 们 可 以 作 弦 BC 4].0D， 这 就 完成 了 A4BC 的 作 图 ， 

16. 首先 注意 ， 
肉 接 于 圆 8 的 人 4BC 中 线 
的 交点 在 人 48BC 内 ,因而 


也 在 加 5S 内 .男方 面 ， |4 :| 
对 内 的 任 一 点 M, 我 们 NS 
可 以 在 8 中 作 一 内 接 三 - 


角形 4BC，, 使 它 以 M 为 重 8 

心 . 为 此 只 须 在 过 Md 的 直径 44, 上 取 一 点 D (这 里 
AM 过 M41), 使 得 4M : MD=2 : 1 (图 83), 然后 过 D 作 圆 S 
的 弦 BC, 使 BC 4 OD. 这 样 一 来 , 内 接 于 圆 8 的 所 有 三 角形 的 
重心 的 轨迹 正好 是 由 8 内 所 有 的 点 组 成 的 集合 [图 84(a)]. 
由 问题 14 (a) 的 结果 , 若 五 是 中 心 在 0 的 圆 8 的 内 接 三 角形 
ABC 的 重心, M 是 这 三 角形 的 重心 , 则 08 : OM 一 3 : 1. 由 此 
可 知 , 内 接 于 圆 8 的 所 有 三 角形 的 牌 心 的 轨迹 正好 是 由 图 刁 
内 所 有 的 点 构成 的 集合 K, 这 里 是 一 个 与 8 同心 , 并 且 半 
径 等 于 8 的 半径 三 倍 的 圆 [图 84(b)]. 

剩 下 仅 须 指 出 锐角 三 角形 45c 的 垂 心 在 三 角形 内 ， 因而 
在 圆 S 内 [图 85 (a)]; 内 接 于 5 并且 角 4 为 直角 的 三 角形 
480 的 重心 与 4 重合 , 所 以 在 8 上 [图 85(b)]; 最 后 , 内 接 于 
S 的 并 且 角 4 为 钝 角 的 三 角形 4BC 的 垂 心 在 高 4P 的 延长 线 
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图 84 | 


图 85 | 
三 角形 的 垂 心 的 轨迹 与 8 的 全 体内 点 所 成 的 集合 x 一 致 ;内 
接 于 8 的 全 体 直角 三 角形 的 重心 的 轨迹 是 圆 5; 内 接 于 8 的 
全 体 钝 角 三 角形 的 垂 心 的 轨迹 是 同心 圆 & .与 也 之 间 的 环形 
i114 . 


区 域内 的 全 体 点 组 成 的 集合 [ 图 84Cb)]. 

最 后 , 因 内 接 于 8 的 人 48C 的 重心 可 由 重心 经 过 相似 中 
心 在 3 的 中 心 0, 系数 为 1/3 的 中 心 相似 得 到 , 可 见 所 有 内 接 
于 S 的 锐角 三 角形 的 重心 的 轨迹 与 圆 o 内 的 全 体 点 所 成 的 

合 一致, 这 里 o 与 8 同心 , 并 且 半 径 等 于 8 半径 的 1/3. 
同 理 ,所 有 内 接 于 8 的 直角 三 角形 重心 的 轨迹 是 圆 ", 而 全 体 
内 接 于 3 的 钝 角 三 角形 重心 的 轨迹 是 v 与 5 之 间 的 环形 区 
域 中 的 全 体 点 组 成 的 集合 [图 84(a)]. 

17. (a) 命 4P,B@,CR 表示 人 4BC 的 高 ;4' ,B ,C' 表示 人 
ABC 的 各 边 的 中 点 ; D, B, 下 表示 线段 84, HB, HC 的 中 点 [图 
86(a)j. 显然 ,D,E, 了 在 加 38 上 .我 们 现在 证 明 点 P,Q,R 也 在 
这 个 圆 上 . 

延长 高 4P 直到 它 与 8 交 于 点 Ps 联结 P， 入. 在 直角 三 
角形 4PC 和 BQC 中 ， 

/0BO= /CAP(=90°— /BCA). 
又 因为 ZC4P 二 一 CBP, (因为 它们 对 同一 段 弧 )， 所 以 有 
TBP 一 -PBP, 故 人 万 BP, 是 等 腰 三 角形 ,是 HP 二 HP,/2. 
因此 , 经 过 以 互 为 中 心 , 以 1/2 为 系数 的 中 心 相似 , 点 P 变 
到 点 已 同样 可 以 证 明 8, R 也 以 矿 为 中 心 , 以 1/2 为 系数 分 
” 别 中 心 相似 于 外 接 加 上 的 某 末 点 

进一步 , 显然 点 4 ，B ,Cr 在 以 4 为 相似 中 心 ， 以 一 172 
为 系数 中 心 相似 于 3 的 图 8% 上 . 我 们 来 证 明 8' 与 5 重合 . 5 
的 半径 等 于 +r/2( 这 里 7 是 8 的 半径 ), 它 的 中 心 5 在 线段 HO 
的 中 点 (0 是 5 的 中 心 ) [图 86(a)). 圆 5s' 的 半径 也 等 于 7/2， 
它 的 中 心 0' 在 直线 OM 上 ,并 且 使 得 M0' /MO= 一 1/2. 由 问 
题 14(a) 的 结论 ,点 0, 及 , M 在 一 直线 上 ,上 且 HM 二 2M0O. 由 此 
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立即 得 知 ， 点 
OO 
即 圆 和 与 &S 
合 , 这 就 完 
成 了 证 明 . 
我 们 还 注 
意 到 ,4' 与 D， 
B 与 ,0' 与 
F 是 欧 拉 圆 上 
的 对 径 点 〈 因 
为 这 圆 的 弦 
A'D 所 对 的 圆 ”前 WG) 
周 角 4’ PD 是 直角 ). 所 以 - Ai B’ CO! 与 人 DEF 关于 殉 拉 加 
的 中 心 是 对 称 的 ,因而 它们 全 等 . 


图 86'b) 


(b) 首先 ,ADBF 显然 以 了 为 相似 中 心 ,以 1/2 为 系数 中 
心 相似 于 人 4BC [图 86 (b)]. 由 此 可 知 , 人 DBP 的 内 切 圆 甩 
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以 7 为 相似 中 心 , 以 1/2 为 相似 系数 ,中 心 相 似 于 入 4BC 的 内 
切 圆 5. 另外 ， 人 入 4' B' C1 的 内 切 圆 5' 是 以 M 为 相似 中 心 ,以 
一 1/2 为 系数 中 心 相似 于 圆 8 的 .所 以 圆 3 的 中 心 0' 在 直线 
MZ 上 ，, 并且 使 WO /MZ 二 一 1/2 [参看 (a) 的 解 ]. 由 问题 14 
(c) 的 结论 ,线段 JZ 的 中 点 0( 即 圆 节 的 中 心 ) 与 圆 5 的 中 心 
重合 . 所 以 5 与 5S' 重合 . 这 就 是 所 要 证 的 . 
还 应 注意 , 直线 4' Bt 和 .D8,B'C' 和 BF,C' 4 和 FD 都 
在 对 径 点 与 8 相 切 (因为 4 B' // AB// DE BC // BC// EF， 
C 4 /CAN FD), 因 而 人 DEF 与 人 4' BP'C' 关于 3S 的 中 心 是 对 
称 的 ,所 以 它们 全 等 . 
18. (a) 合 
414; 4s44 是 任意 
四 边 形 ， MM,， 
Ms,, Mai，jf， 分 
别 是 人 A4, 4, 4:， 
人 4 4 4， 和 人 4， 
A A,， 八 4，4， 

44 的 重心 5 图 87 图 87(a) / 
(a)j. 为 证 线段 41 M， ，4， Mi, As M,, A,M, 交 于 一 点 ,只 须 
证 明 这些 线 段 中 的 任何 两 条 都 被 它们 的 交点 分 成 3: 1. 设 和 
是 4 M, 和 4; Ma 的 交点 过 是 4 4 的 中 点 , 则 有 

AM,/ ML = AM/M 了 一 2/1. 
所 以 人 41L4; 与 人 MLM, 相似 ， 因为 我 们 有 Ma MYA1 Az， 

A1Az M2M1=3 几 1. 现 我 们 知道 人 41N4, 与 人 MINMs 是 相 
似 的 ,所 以 有 41N/NM, = 4 N/N Ms, =3/1. 这 就 是 所 要 证 的 . 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 这 个 定理 对 任意 % 边 形成 立 . 例 
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如 , 在 Ni 和 AN 是 四 边 形 4 4 4,4: 和 4 4, 4, 4; 的 形 心 ，H 
是 和信 4; 4, 4; 的 形 心 ,P 是 41N, 和 4s 六 ;的 交点 [图 87 (b)]， 
于 是 有 4 Ni / NM 二 4,N1/ Ni1M= 二 3/1. 所 以 人 4M4， 与 
和 人 NMHAN 相 似 , 故 有 wNv 4A14, 征 414s/NoN ,二 4/1. 由 此 
可 知 ， 人 4iP4: 与 ANwPN: 相似, 并 且 
AP/PN|,= AP/PN,= 4/1. 
这 样 , 任意 两 条 连 痰 五 边 形 的 顶点 到 剩 下 四 个 顶点 所 张 的 四 
边 形 的 形 心 的 线段 , 被 它们 的 交点 分 成 4: 1. 由 此 立即 推 得 
定理 对 五 边 形 成 立 . 
(b), 
(c) 由 (a) 
可 知 ， 以 贺 
S$ 的 内 接 四 . 
边 形 顶 点 为 
顶点 的 四 个 
三 角形 的 旦 
心 落 在 半径 87(b) 
为 R/3 的 加 5$' 上 . 由 问题 17 (a) 的 结果 可 以 知道 , 这 些 三 角 
形 的 欧 拉 圆 的 贺 心 以 贺 8 的 中 心 0 为 相似 中 心 , 以 3/2 为 相 
似 系 数 , 中 心 相似 于 这 些 三 角形 的 重心 . 所 以 这 些 欧 拉 圆 的 中 
心 在 半径 等 于 (R/3)(3/2)= 二 8/2 的 圆 S 上 ,由 此 推 得 (b) 的 断 
言 对 四 边 形成 立 . 进一步 , 若 X 是 四 边 形 的 形 心 , 0' 是 圆 8 
的 中 心 ，0 是 5 的 中 心 , 则 0, N, 0' 在 一 直线 上 , 并 且 ON : 
NO' 二 3: 1; 0,0' ,0 在 一 条 直线 上 ,并 旦 00 :oo' =3 :2. 
所 以 0, N,，0 在 一 直线 上 , 并 且 0N : NO = 2 ,2 , 这 就 证 明 
了 (ce) 的 断言 对 四 边 形成 立 . 用 完全 一 样 的 推理 可 以 证 明 断 言 
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(b) 和 (ce) 对 任意 多 边 形成 立 . 我 们 把 证 明 留 给 读者 去 完成 . 
19.(a) 作 以 点 M 为 心 ， 
相似 系数 充分 小 的 中 心 相 
似 , 使 得 LL 和 4 在 这 中 心 相 
似 下 的 像 LL 和/ 在 我 们 的 画 
面 范围 之 内 相交 [图 88(a)). 
连接 ,4 的 交点 和 点 杂 的 、 图 88(a) 
直线 即 为 所 要 求 的 直线 . 

在 “不 可 到 达 ” 点 不 是 由 两 条 直线 而 是 由 一 条 直线 和 一 个 
圆 或 两 个 圆 给 出 (它们 都 相交 在 画面 之 外 ) 的 情况 下 , 本题 可 
以 用 同样 的 方法 来 解 . 

(b) 作 以 点 M 
为 心 , 相似 系数 大 充 
分 小 的 中 心 相似 , 把 
直线 cas 和 b1, b2 分 
别 变 成 直线 ol,as 和 

图 88(b) | bi,b。， 使 得 al 和 a 
的 交点 及 如 和 的 交 点 的 连 线 在 画面 范围 之 内 [图 88 (b)]， 
过 M 且 平 行 于 这 连 线 的 直线 即 为 所 求 的 直线 . 

(c) 通过 以 任 一 可 到 达 点 0 为 中 心 , 系数 充分 小 的 中 
把 点 4, 8, C 变 成 在 我 们 的 画面 范围 之 内 的 点 4' ， 

,0' [图 88(c)). 命 5' 是 八 4' BP'C' 的 外 接 圆 . 所 求 的 俩 5S 以 
O 0 为 相 亿 中心 以 1/t 为 相似 系数 中 心 相 似 于 8S’'. 这样, 我 们 
就 能 找 出 圆 8 的 中 心 和 半径 . 

20. 假设 我 们 要 在 平面 的 有 界 部 分 x 上 实现 某 种 作 图 ， 
并 且 假 设 当 完整 地 作出 图 形 7 时 ,7 不 完全 包含 在 x 内 . 作 以 
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x 中 的 某 个 点 0 为 
中 心 , 相似 系数 & 
充分 小 的 中 心 相 
似 , 使 了 所 变 成 的 
图 形 7 整个 落 在 
2% 内 .于 是 2 可 以 
作出 . 因为 7 以 0 
为 相似 中 心 ,以 1/x 
为 相似 系数 中 心 
相似 于 已 经 作出 的 
图 形 7', 我们 可 以 、 图 ”88Ce) 
认为 已 经 完成 了 7 的 作 图 (车 7 的 某 个 点 4 中 心 相 似 于 7 
的 点 4'， 而 4 又 不 在 平面 的 给 定 部 分 , 则 4 可 以 由 一 对 直线 
4 和 4 确定 , 这 对 直线 中 心 相 似 于 过 水 的 某 一 对 直线 氏 和 4. 
而 且 4 和 4 总 可 以 选 得 使 4 和 心经 过 我 们 的 画面 范围 . 例如 ， 
只 要 相似 中 心 0 到 直线 4 和 4 的 距离 充分 小 ). 
21. 这 个 命题 是 三 相似 中 心 定理 的 一 个 特殊 情形 ( 见 第 
30 页 ). 
22. 设 8S 是 所 要 作 的 圆 . 任 作 一 个 与 4 和 ls 相 切 的 圆 8， 
(图 89; 在 图 中 我 们 不 考虑 /WV 4s 的 情形 , 对 这 种 情形 , 本 题 
的 解法 非常 简单 ). 圆 S 和 8; 的 相似 中 心 是 4 和 i 的 交点 MM. 
圆 S, 和 5 的 相似 中 心 可 以 作出 . 阅 5 和 5 的 相似 中 心 是 它们 
的 切 点 N. 由 三 相似 中 心 定理 ( 见 第 30 页 ), 点 M, 0, N 在 一 
直线 上 , 即 六 是 直线 OM 与 圆 5 的 交点 . 找到 了 VN 以 后 我 们 
就 不 难 作出 圆 S$ 了. 
圆 3 和 ,的 相似 中 心 0 有 两 种 选取 方式 , 直线 0M 可 以 
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有 两 条 , 其 中 的 每 一 条 交 5 于 两 点 . 所 以 可 以 作出 四 个 圆 , 它 
们 全 都 满足 问题 的 条 件 . 这 些 圆 的 圆心 都 在 由 直线 4 和 i, 构 
成 的 两 个 邻 角 的 平分 线 上 (图 89 中 画 出 了 5S, 的 中 心 落 在 一 
条 和 角 平 分 线 的 情形 ). 如 果 选 取 5, 的 中 心 在 另 一 条 角 平 分 线 
上 ,我 们 还 能 找到 四 个 解 . 于 是 本 题 总 共有 8 个 解 。 

23. 考虑 4 个 圆 的 一 般 博 形 . 设 S, 和 5; 在 M, 相 切 (外 切 或 
内 切 ) ，S: 和 8 在 Ms 相 切 ,…，S,-_ 与 ,在 M._: 相 切 , 而 :5, 又 
与 S 在 M, 相 切 . 命 4 是 S 的 任意 一 点 ，4, 是 直线 41M1 与 8， 
的 第 二 个 交点 ，4, 是 直线 4sM: 与 8; 的 第 二 个 交点 ; …， 
4, 是 4 ,Mi 与 5S, 的 第 二 个 交点 ，4,41 是 4M, 与 8 的 第 二 
个 交点 [参看 图 21 (a), 21 (b)]. 命 71,7 ,7,_ 7, 分 别 表 示 
圆 S,,S;,…,S,-;,S, 的 半径 . 以 为 中 心 , 以 妨 王 二 rayr 为 
系数 的 中 心 相似 (在 这 里 , 当 8, 和 8, 外 切 时 取 “ 一 ”号 ,内 切 时 
取 “ 十 ”号 ) 把 5, 变 到 5S, ,并 且 把 4, 变 到 4; ;以 MM; 为 中 心 , 以 外 
= 和 干 rsy/rs 为 系数 (外 切 时 取 “ 一 ”号 ,内 切 时 取 * 十 ?号 ?的 中 心 
相似 把 5, 变 到 ss, 并 把 4: 变 到 4;;…; 以 M,， ;为 中 心 , 以 大- 
二 干 7,/7,_1 为 系数 的 中 心 相似 把 8,_, 变 到 5, ,并 把 4,-; 变 到 
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4 最 后 ， 以 Mo 为 中 心 ， 以 局 = 干 7 和 为 系数 的 中 心 相似 把 
Sn 变 到 Si, 并 把 4* 变 到 4*+l .因为 
kekea kn kn= (ra/r) (rs/r2) (p/p) (Fn) 
二 十 ]， 

故 所 有 这 些 中 心 相似 之 和 或 者 是 一 个 平移 (可 能 平移 的 距离 
为 0 ， 即 恒 等 变换 ,或 者 是 一 个 系数 为 一 1 的 中 心 相似 ， 即 中 
心 对 称 变 换 ( 见 第 一 期 第 一 章 $2 第 15 页 ). 但 是 我 们 知道 这 
2 个 中 心 相 似 变换 之 和 把 圆 Si 变 到 它 本 身 ， 所 以 这 些 变 换 之 
和 必定 是 恒 等 变 换 或 者 是 关于 Si 的 圆心 的 一 个 中 心 对 称 变 
换 . 当 Ak2… r= 二 1, 即 外 切 阅 数目 是 偶数 时 出 现 前 一 种 情形 ， 
特殊 情形 是 所 有 的 圆 都 外 切 ， 而 且 一 共有 偶数 个 圆 . 当 外 切 贺 
个 数 是 奇数 时 出 现 第 二 种 情形 ， 特 殊 情 形 是 所 有 圆 都 外 切 ， 并 
且 一 共有 奇数 个 圆 .这 就 证 明了 (a ), (b ) 中 的 结论 . 

显然 ， 若 按 同 样 的 顺序 把 所 有 变换 重复 一 次 ， 我 们 得 到 的 
是 恒 等 变换 ， 所 以 若 A2n;1 是 按 从 Al 得 到 有 Ax11 的 同样 方式 由 
An+1 得 到 的 S1 的 点 ， 则 Azn+1 总 与 A1 重 合 .这 就 可 证 更 多 的 结 
论 . 

24. 首先 考虑 三 个 圆 情 , S 和 TT， 其 中 民 和 5S 在 点 MM 处 外 
切 , S 和 了 人 在 点 已 处 外 切 ， 而 工 和 天 在 点 尽 处 外 切 〈 图 90) ， 
我 们 还 假设 T 的 半径 比 R 与 S 的 半径 大 得 多 . 若 荆 的 半径 无 
限 增 大 ， 则 图 90 将 越 来 越 接 近 图 22. 在 极限 情形 图 90 变 成 图 
22, 从 而 问题 23(a ) 的 结果 就 成 为 本 题 所 要 的 结果 . 

25. 显然 ， 对 应 边 平行 的 三 个 三 角形 ALK, MBN, QPC 可 
以 彼此 经 过 中 心 相 似 变 换 得 到 . AALK 和 AMBN 的 相似 中 心 
是 AB 与 KN 的 交点 ， 人 A 人 MBN 与 人 QPC 的 相似 中 心 是 BC 和 
MQ 的 交点 , 而 人 QPC 与 AALK 的 相似 中 心 是 C4 与 PL 的 交 
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点 (图 91). 综 上 所 述 并 
用 三 相似 中 心 定理 〈 见 
第 30 页 ) 即 可 得 到 本 题 
所 要 的 绪论. 

三 相似 中 心 定 理 的 
确切 阐述 使 我 们 可 以 改 
进 对 问题 25 中 结果 的 
叙述 ; 或 者 4B 与 KN， 


BC 与 MO， CA 与 PL . 
的 交点 全 都 在 一 直线 


上 ; 或 者 恰好 这 些 交 点 
之 一 不 存 
在 , 这 时 相 
应 的 一 对 平 
行 线 平行 于 
剩 下 的 两 个 
交点 的 连 
线 ， 例 如 ， 
AB // KN 
MUVTF， 这 
里 UV 是 BC 


ABC 的 重心 为 中 心 9 以 ki 


AN 


图 91 
与 M9 的 交点 , 而 V 是 CA 与 PL 的 交点 ; 或 者 不 存在 任何 交 
点 , 即 AB// KN,BC// MOCAN PL. 


26. (a) 入 EFD 是 由 给 定 的 三 龟 形 4BC 经 过 以 三 角形 


一 1/2 为 系数 的 中 心 相 似 得 到 的 


[参看 问题 14 (a) 一 (0)]; 人 LMK 是 由 三 角形 BFD 经 过 一 个 
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中 心 在 PP， 系数 为 k, = 2 的 中 心 相 似 得 到 的 (图 92). 因为 bk， 
一 (一 1/2)。 2 一 一 1 ， 所 以 人 ZLMK 是 由 入 ABC 经 过 系数 二 
—1 的 中 心 相似 , 即 关 于 茶点 8 的 中 心 对 称 得 到 的 . 证 完 . 


7 
图 92 
(b) 由 第 30 页 上 导出 的 公式 ,我 们 有 
1 
00 = 二 700: - 
知 傅 
OO 一 人， CO: 一己 ， 0 = QY， 
并 且 
了 
k, 一 5 ， k, = 2， 
则 我 们 得 到 
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一 i 


NO=— Np=— Np, 


即 @8 是 由 P 过 中 心 在 A N, 系数 为 一 1/2 的 中 心 相似 得 到 的 . 
所 以 当 P 描 出 一 个 阅 5S 时 , 8 也 描 出 一 个 圆 , 这 个 贺 由 5S 经 
过 所 叙述 的 中 心 相似 得 到 . 
27. (a) 命 P4 是 包含 三 角形 项 点 4 的 从 个 图 形 ， 

Fe 是 由 Fi 经 过 中 心 在 P， 系数 为 到 = PC/P4 的 中 心 相似 得 到 
的 图 形 ; Fs 是 由 Fc 经 过 中 心 在 入 ,系数 为 k= NB/NC 的 中 心 
相似 得 到 的 图 形 [图 93 (a)]. 显然 , 图 形 的 点 4 对 应 于 图 
形 Fo 的 点 C, 而 点 C 又 对 应 于 图 形 Fs 的 点 B. 由 中 心 相 似 的 
加 法 定理 ，Fs 是 由 所 经 过 中 心 在 0, 系数 为 的 中 心 相似 得 
到 的 ;这 里 0 在 直线 B4( 雪 为 8 与 4 是 图 形 Fs 与 1 中 的 对 应 
点 ) 和 直线 P PN 上 (由 三 相似 中 心 定理 ) ,而 

tt Lo. NB. 
箔 ks 二 1, 则 Fp 是 由 本 经 平移 得 到 的 .和 奉 

AM ,BN ,CP 


-一 一 -一 一 ]， 


BM ON AP 


则 z 
MB'_PCO NB 
MA™ PA' NG™ w= 
由 08/04 二 可 知 MM 与 0 重合 ,因而 M 在 直线 PN 上 . 反 过 
来 ， 车 点 MM， N,P 共 线 , 则 WM 是 直线 4B 与 PN 的 交点 ,因而 MM 
与 0 重合 . 所 以 有 


MA™ OA™ “Tih A" No 
因此 ， 
z AM_BN .CP _| 
BM CN AP 
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图 93(a) 
注 1 注意 在 问题 27(a) 的 解答 中 , 只 须 证 明 问 题 中 条 件 
的 必要 性 或 充分 性 即 可 . 另 一 半 可 以 由 已 经 证 明 的 结果 推 得 . 
事实 上 ， 例 如 ,假设 我 们 已 经 证 明了 : 若 (C4M/BM)。(BNVCN) 
，”(CP/ 4P) 二 1, 则 点 W,N,P 在 一 直线 上 .为 了 得 到 它 的 逆 ， 
我 们 假设 M,N,P 共 线 ,然后 必须 证 明 (A4M/BM) 。(CBNVCN) 


(CP/4P) =1. 为 此 命 了 是 直线 4B 上 的 一 点 ,使 得 
(AM/BM)(BN/CN)(CP/AP)==1 ,根据 我 们 刚才 假设 已 证 
明 的 定理 , 点 村 ,，N, 己 共 线 .由 此 可 知 歼 与 好 重合 ,所 以 
(AM/BM) (BN/CN) (CP/4P) =1. 用 类 似 的 方式 ,我 们 可 以 从 
条 件 的 必要 性 导出 条 件 的 充分 性 . 我 们 把 这 个 推导 留 给 读者 . 

注 2 梅 涅 劳 定理 可 以 与 第 一 册 第 一 章 $2 问题 15 的 下 
述 推广 相 联系 : 给 定 个 点 Mi,M,,…,M,， 作 一 个 n 边 形 
414.… 4, ,使 得 这 个 点 分 它 的 mn 条 边 成 已 知 比 ( 正 的 或 负 
的 ) AJMi/AM = ki, AM AsM; = kh, , AM,/AM, =Ek (这 
里 不 需要 假设 有 边 形 的 边 数 为 奇数 ). 正如 问题 15 的 第 二 种 
解法 一 样 ， 可 以 证 明 若 ko…k, 关 1 ， 则 本 题 有 唯一 解 ; 若 
kerok, 二 ] ， 则 一 般 说 来 本 题 无 解 , 而 对 于 点 M ,MM,,… ,MM， 
的 某 些 特殊 位 置 , 本 题 的 解 不 定 . 由 此 可 知 若 ke…k, 关 1， 则 
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平面 上 的 点 1 的 分 布 是 任意 的 ; 男 一 方面 , 若 


有 下 一 4 AM, ... A4M,_] 
YAM AM, AM 


则 这 个 分 布 必须 满足 某 些 特别 的 条 件 . 在 4=3 的 情形 下 , 由 
三 相似 中 心 定理 , 这 些 特殊 的 条 件 变 为 要 求 点 M1,M,, Ms 在 
一 直线 上 . 于 是 得 出 梅 涅 劳 定 理 . 


图 93(b) : 


(b) 设 直线 CM, 4N, BP 交 于 一 公共 点 0[ 图 93 (b)]. 考 
虚 任 一 包含 点 4 的 图 形 Ps. 设 以 0 为 相似 中 心 , 系数 为 = 
ON/04 的 中 心 相似 把 FP 变 成 图 形 Fw (图 形 F4 中 的 点 4 对 应 
于 图 形 Fy 中 的 点 N). 以 B 为 中 心 ， 系数 为 k= BC/BN 的 中 
心 相似 把 F» 变 成 图 形 f。( 图 形 Fs 中 的 点 Y 对 应 于 图 形 F。 
中 的 点 0O). 以 C 为 中 心 ，,= 二 CB/CN 为 系数 的 中 心 相 似 把 
Fy 变 到 图 形 Fs (图 形 Fy 中 的 N 对 应 于 图 形 F; 的 点 B). 由 中 
心 相 似 的 加 法 定理 , 图 形 Fc 中心 相似 于 Fs, 它们 的 相似 中 心 
同时 在 直线 CA(C 与 4 是 图 形 P44 与 Pe 中 的 对 应 点 ) 和 直线 BO 
(由 三 相似 中 心 定理 ) 上 , 即 相 似 中 心 与 P 重合 , 它们 的 相似 
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系数 等 于 kk! 二 (ON/04)(BC/BN) .类 似 地 , 可 以 证 明 Fs 以 
M 为 中 心 ， 以 好 :一 (ON/04) (CB/BN) 为 相似 系数 中 心 相似 


于 24 于 是 我 们 有 


1 PC ONLBC MB_ON “CB ， 


PA O04 BN’ MA .04 CN 


用 第 二 式 除 以 第 一 式 妈 得 i . 
PC MA_ CN MA NB PC 
PA MB BN 或 天 


MB NC “PA 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 
现在 设 (MA/MB) (NB/NC) (PC/P4) 二 一 1, 例 如 ,大 直 线 
AN 与 BP 交 于 点 0. 命 开 是 CO 与 4B 的 交点 ， 于 是 ， 由 上 面 
所 证 ,有 ， 


一 一 |. 


即 下 与 M 重合 .这 样 ,我 们 看 出 若 


则 4N ,BP,CM 或 者 共 点 或 者 平行 . 

最 后 , 设 4AN,BP,CM 都 平行 , 命 再 是 直线 48 上 的 点 ,使 
得 〈 开 4/ 再 B)GCVB/NC)CPC/P4) 二 一 1. 在 这 种 情形 下 C 严 
不 能 与 4N 或 BP 相交 (否则 三 条 直线 4N,BP, CM 必定 共 点 ). 
所 以 及 与 'M 重合 ,从 而 

(MA/MB) CNB/NCY CPC/PA) = 一 —1. 
注 不 难看 出 塞 巨 定 理 的 这 些 证 明 相当 于 梅 涅 劳 定理 的 
两 次 应 用 ,第 一 次 是 对 人 入 4NC( 各 边 上 的 点 是 P,0,8), 然 后 表 

对 人 4NB( 各 边 上 的 点 是 M,0,0). 

28. (a) 由 问题 18 (a) 的 结果 , 四边形 4,4,4;4, 与 
MiMMM, 是 以 四 边 形 Ai4A,4,4, 的 形 心 N 为 相似 中 心 ,以 
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一 1/3 为 相似 系数 中 心 相 似 的 . 这 里 中 ,MM;, M,,M, 分 别 是 
人 和信 A444y,; 人 和信 4A14s4,, 和 信 414s44, 人 入 414,4; 的 重心 .又 由 问题 14 
(a) 的 结果 ,四 边 形 HH2HsH. 与 MIMiMsM4 是 以 圆 8S 的 中 心 0 
为 相似 中 心 ， 以 3/1 为 相似 系数 中 心 相 似 的 . 其 中 
Hi,Hs,Hs, 瑟 分 别 是 上 面 那 些 三 角形 的 慌 心 . 这 样 , 四边形 
H .HH sl 可 以 由 四 边 形 4i4:4:44 经 过 连续 施行 系数 分 别 为 
二 一 1/3 和 ks, 二 3 的 两 次 中 心 相似 变换 得 到 . 但 是 这 样 两 个 
中 心 相 似 之 和 是 一 个 系数 为 k= 一 1 的 中 心 相 似 ,， 即 关于 
_ 某 一 点 的 中 心 对 称 , 从 而 得 到 第 一 册 问 题 33Ca) 的 断言 . 

注 由 三 相似 中 心 定理 , 第 一 册 问 题 34(a) 中 的 点 五 , 形 
N,， 外 接 圆心 0 在 一 直线 上 . 不 难 证 明 NW 是 08H 的 中 点 ( 例 

见 第 30 页 ). 

(b) 这 部 分 的 解法 与 (9) 的 解法 类 似 . 但 必须 用 到 下 面 的 
事实 : 三 角形 的 九 点 圆 的 中 心 0 , 外接 圆 中 心 0 和 稚 心 五 在 
同一 直线 上 ,并 且 00/08 = 1/2.( 见 问题 47(a) 的 解 ). 

29. (a) 考虑 四 个 点 41,4;，4，, 右 ;. 由 这 文 些 点 可 以 作 四 
个 三 角形 4, 4: 4:，4 4: H,，A1 4 五 ,，4:4: 万, .我 们 证 明 这 些 
三 角形 的 欧 拉 圆 全 都 重合 . 事实 上 ， 信 414s4; 与 八 4,411, 的 
欧 拉 圆 的 半径 等 于 这 两 个 三 角形 外 接 图 半径 的 一 半 . 因为 
和 A44:4: 与 A4:4:0 的 外 接 圆 关于 直线 4,4, 对 称 5 见 第 一 册 
问题 33(b) 的 解 ], 所 以 这 两 个 欧 拉 圆 的 半径 相等 . 再 者 ,第 一 
”个 欧 拉 圆 的 中 心 在 线段 8,0 的 中 点 , 这 里 0 是 8 的 中 心 , 第 
二 个 欧 拉 圆 的 中 心 在 线段 4.0. 的 中 点 ,其 中 0, 是 人 424s, 外 
接 圆 的 中 心 (因为 4!: 是 信 4.4;8 ,的 重心 ). 由 于 这 两 条 线段 的 
中 点 重合 [四边形 4,810.0 是 平行 四 边 形 , 见 第 一 朋 问 题 33 
Cc) 的 解 ] ,可 见 这 两 个 欧 拉 圆 的 中 心 重合 . 从 而 这 两 个 欧 拉 圆 
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本 身 也 重合 . 同 理 可 证 八 414,H,， 人 入 414H ,入 414,4; 的 欧 拉 
圆 重 合 . 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 , 所 考虑 的 32 个 欧 拉 圆 中 的 每 一 
个 与 三 角形 A445hAs， Aihshs,， AiAsd1, AsAsA,,， HiH,H,, 
HiHoHs， HiHsH4， 万 :万 :万 ,中 之 一 的 欧 拉 圆 重合 . 

(b) 所 有 这 些 欧 拉 圆 全 等 可 由 这 一 册 问 题 18(b) 和 第 一 
册 问 题 34(a) 的 结果 推 得 . 由 问题 18 (b), 这 些 圆 中 的 四 个 交 
于 一 公共 点 0 ,另外 四 个 交 于 点 0' .又 由 点 0 与 0' 关于 线段 
A1H, 的 中 护 吾 是 对 称 的 [ 见 第 一 骨 问 题 34 (a))，0 落 在 ON 
的 延长 线 上 , 有 上 且 使 得 ON=NO CV 是 分 线段 4.Mi 成 比 
AIN :NM 二 3:1 的 点 , 这 里 MM 是 八 414,4， 的 重心 ， 网 问 题 
18(c)J, 由 上 面 所 述 和 OM: MH 二 1 :2 [ 见 问题 14(a)] 可 
知 , 0 与 妃 重 合 ( 见 图 94) ,所 以 0 与 0 重合. 

(c) . 容易 由 第 一 册 问 题 34 (a) 

和 这 一 册 问 题 28(b) 的 结果 得 出 . < 

30. (a) 假设 入 PXY 已 经 作 好 
[图 95 (a)j]. 点 YY 是 由 XX 经 过 以 P : 

为 旋转 中 心 , 转角 a 等 于 八 LMN 的 z oyH 

角 工 ,相似 系数 + 等 于 这 三 角形 边 z 

的 比 LN/LM 的 螺旋 相似 得 到 的 ， 

由 此 即 知 了 在 由 BC 经 过 中 心 在 P， A 

转角 为 a, 系数 为 的 螺旋 相似 所 94 

得 到 的 直线 上 /上 ,又 因为 了 上 在 4C 上 ,所 以 了 是 /与 4C 的 交点 . 

若 1/C4, 则 本 题 无 解 ;车 1 与 40 重合 , 则 解 不 定 . 

z (b) 注意 , 车 平行 四 边 形 K'L' M' N' 内 接 于 平行 四 边 
形 4BCD [图 95 (b)]， 则 这 两 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 
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M, H, 


( 即 中 心 ) 
0 和 0 重 
合 : 因为 对 
角 线 K' MM! 
和 L'N' 的 
公共 中 操 
0 在 平行 
四 边 形 
ABCD 的 两 


现在 设 KK'L'! M'N! 


图 95(b) 
条 中 线 上 中 ,所 以 它 与 中 心 0 重合 . 


是 所 求 的 平行 四 边 形 . 这 时 


和信 K'O0' IL 相似 于 八 KOL ,这 里 0 是 KLMN 的 中 心 .以 0 为 
中 心 , 转角 为 KOL ,相似 系数 为 0L/OK 的 螺旋 相似 把 平行 
四 边 形 4BCD 的 边 48 变 到 直线 !, 直线 /与 直线 BC 的 交点 确 
定 了 所 求 平行 四 边 形 的 顶点 L' [参看 (a) 的 解 ). 

31. 设 B 是 5S, 和 Sz 的 第 二 个 交点 ， 联 BM1，BM，， 


CD 平行 四 边 形 的 中 线 是 指 连 接 两 条 对 边 中 点 的 直线 . 
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BOIi, RO2，0Q10Q。 (图 96). 
A 人 BMiM;, 相似 于 信 80,0，- 
( 因 人 B00, = /B04/2= 
LB MA 和 LB 0, oO = 
LBO,A/2= LB M4), 因 } 
此 和 人 BMiM， 是 由 人 BO,0,， 
经 过 以 B 为 中 心 , 转角 4 等 
于 人 M1801, 相似 系数 = 
BM1/80, 的 螺旋 相似 得 到 的 . 
作 八 B010; 的 外 接 圆 S 和 
和 人 BMmMiM: 的 外 接 圆 S . 由 于 96 
LBMN+ /BMN 

= (ABMM,+ LABMM)T (LANMM,+ ANM,M,) 

一 (ABMM:+ LBMAM) + (LMBAT LMBAY 

= SBMM,+ LBMM'+ LMBM,= 180°, 
我 们 知道 8 过 点 N. 因为 

080, 十 OUJOs = LMBM+ LMNM,= 180°, 
我 们 知 这 SS 过 点 了, 进而 有 

LNBM= ANMM, : /LIBOi= 70;0， 

于 是 了 NBM 与 LJBO, 之 差 等 于 NA 与 人 J00| 之 差 . 
由 于 MsN /0w 并 且 它 们 同 癌 , 所 以 这 个 差 就 是 在 上 述 螺旋 
相似 下 的 两 对 应 线段 M,M! 和 0201 之 间 的 夹 角 . 故 
NBHMH 和 JpBO, 之 差 等 于 MM 与 0201 的 夹 角 , 亦 即 转角 a 
出 


AJBO 一 NBM 一 “一 一 MiBO， 
即 知 直线 NJ 过 8, 这 证 明了 本 题 的 第 一 个 断言 . 
132, 


为 了 证 明 第 二 个 断言 ,只 要 注意 到 JO1/ NA OU ， 
并 且 了 JNM, 二 M1M4B = 人 01028B .于 是 我 们 知道 线段 JN 
与 直线 0,M 的 交角 = 二 90% 一 人 0102B , 并且 JN 到 这 直线 的 垂 
直 投 影 是 有 定 长 "C7 是 5S, 的 半径 ) 的 线段 OA .所 以 

JN=7 /cos(90° 一 L001B) 一 rsin L002B, 
显然 , 它 不 依赖 于 直线 M14M, 的 选取 . 


图 97(a) 


32. (a) 假设 四 边 形 4BCD 已 作 好 [图 97 (a)). 以 4 为 中 
心 ， 相似 系数 为 4/a, 转角 为 和 作 B4D 的 螺旋 相似 把 人 4BC 变 成 
个 4D0' , 这 里 C' 落 在 CD 的 延长 线 上 (因为 人 4DC 十 4BC= 
180°). 在 八 4CC' 中 ,已 知 线 段 CD 一 ce， DC 二 Md/a, D4= 以 及 
边 的 比 .4C' /4C=d/a, 所 以 这 三 角形 能 够 作出 [ 作 线 段 CC' ， 
和 A4CC' 在 顶点 4 的 内 和 角 及 外 角 的 平分 线 交 直线 CC' 于 点 M 
入 ,使 得 C' M/CM == C1N/CN = da 这 些 点 能 作出 来 . 因 
为 MAN 一 90°, 由 此 可 知 4 是 以 线段 MN 为 直径 的 圆 与 以 D 
为 中 心 , 以 2 为 半径 的 圆 的 交点 ], 再 在 线段 4C 上 作 人 4BC， 
使 得 边 48 二 a 和 BC 一 5, 就 得 到 所 要 的 四 边 形 . 

本 题 或 恰 有 一 解 或 根本 无 解 . 

(b) 的 解法 类 似 于 (a). 假设 四 边 形 4BCD 已 作 好 【图 97 
(b)]. 以 4 为 中 心 ,相似 系数 为 4/a, 转角 为 人 <B4D 的 螺旋 相 
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似 把 人 4Bc 变 成 八 4DC' , 这 里 C' 由 CDC' = 二 人 B 二 人 D 和 和 
DC' = 二 5。d/a 确定 . 作 三 角形 CDC' ,点 4 可 以 作为 以 线段 MN 
为 直径 的 圆 (这 里 MA 和 AN 是 直线 CC 上 的 两 个 点 ， 使 
CrM/CM = 二 0'N/CN = 二 df/a) 和 以 D 为 中 心 , 以 4 为 半径 的 
圆 的 交点 定 出 来 ， 


33. 用 表示 图 EB 一 一 

与 3 的 第 二 个 交点 ， 联 ve cA/ 0 
结 N4 和 NB (图 98). A D Pd ， 
注意 人 BAN 和 人 ABN 1 /7 

不 依赖 于 直线 /的 选 | 

取 : 事实 上 , LBAN 一 光 
了 MAN, 它 由 定 弦 MN 
决定 ; 4BN = 二 MBN 图 ”97(b) 


的 情况 类 似 . 因此 , 入 4BN 的 第 三 个 角 人 4NB 一 9 不 依赖 于 / 
的 选取 (这 个 论证 是 不 完全 的 . 在 我 们 的 图 形 中 , 仅 考 虑 了 M 
在 4 与 8 之 间 的 情形 .对 于 4 在 8 与 M 之 间 和 B 在 4 与 M 
之 间 这 两 种 情形 的 论证 , 我 们 留 给 读者 去 完成 ). 注意 角 9 可 
以 通过 两 个 圆 R 与 5 之 间 的 交角 找 出 来 (关于 两 个 圆 交角 
的 定义 见 问题 34 的 叙述 ). 事实 上 ,因为 这 个 角 不 依赖 于 直线 
it 的 选取 ,我 们 取 下 MN ,于 是 NA 和 NB 与 直径 WO4 和 NO 
重合 , 这 里 0, 和 0, 分别 是 和 的 中 心 , 因而 或 者 p= 
ONO;, 二 a 或 者 p= 二 180 "一 a. 

进而 , 因为 人 4NB 的 各 角 不 依赖 于 ! 的 选取,， 比 NB/NA4 
一 同样 也 不 依赖 于 ! 的 选取 .于 是 了 8 是 由 4 经 过 以 六 为 心 ， 
转角 为 wm, 相似 系数 为 的 螺旋 相似 得 到 的 (容易 看 出 ,相似 
系数 4 一 NB/N4 等 于 与 8 的 半径 之 比 r?s/ri :这 可 以 由 选取 
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i MAN 得 出 , 因为 这 时 有 ,NB 二 27s, 而 NA 二 27,; 它 也 可 以 由 
系数 为 + 的 螺旋 相似 把 半径 为 7 的 贺 R 变 成 半径 为 7; 的 
5 这 一 事实 推 得 ). 

显然 , 若 点 @ 把 线段 48 分 成 定 比 48/8B 二 m/n， 那 么 
和信 4NQ 的 形状 不 依赖 于 直线 1 的 选取 . 换 句 话说 人 4NQ = 9 
与 比 NO/NA 一 &, 都 不 依赖 于 i. 这样 ,8 是 由 4 经 过 以 NW 为 
相似 中 心 , 转角 为 p,， 相 似 系 数 为 的 螺旋 相似 得 到 的 . 所 
以 ,所 有 这 种 点 8 的 轨迹 是 一 个 圆 ， 即 一 个 由 圆 R C4 点 的 轨 
迹 ) 经 过 上 面 所 述 的 螺旋 相似 得 到 的 圆 . 


图 98 


用 几乎 同样 的 方式 , 我 们 可 以 解 等 边 三 角形 4BC 的 顶点 
C 的 轨迹 问题 , 这 些 三 角形 4BC 以 4B 为 底 边 并 且 位 于 /的 同 
一 侧 ( 即 或 者 总 与 NN 位 于 ! 的 同 侧 , 或 者 总 与 N 位 于 /的 蜡 
侧 ). 在 这 里 入 4ANC 的 形状 也 不 依赖 于 ! 的 选取 . 所 以 , 所 求 的 
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轨迹 是 一 个 圆 , 这 贺 由 R 经 过 某 个 螺旋 相似 得 到 . 如 果 象 题 
中 所 述 ,我 们 不 要 求 点 C 总 在 :的 同一 侧 , 则 所 求 的 轨迹 由 两 
个 圆 组 成 : 其 中 之 一 是 与 NV 位 于 上 同一 侧 的 点 C 的 轨迹 , 而 
另 一 个 图 侧 是 与 NN 位 于 ! 相反 一 侧 的 点 0 的 轨迹 ( 见 图 98). 
(车 圆 8 与 S 全 等 并 且 ONOs 60°, 则 c, 所 描 出 的 圆 化 为 
一 个 点 入 ),- z 

(c) 的 解法 是 类 似 的 . 作 线段 NP,， 使 它 与 48B 平 行 且 有 
相同 的 长 上 度 和 方向 . 显然 , 人 ANP, 二 ps 和 比 NP,/NA= ,不 
依赖 于 i 的 选取 . 所 以 这 种 点 Pi 的 轨迹 是 由 经 过 中 心 在 
N, 转 角 为 p; ,相似 系数 为 ,的 螺旋 相似 所 得 到 的 贺 . 这 个 图 
全 等 于 由 下 述 方式 得 到 的 圆 : 从 任 一 固定 点 0 出 发 , 引 与 4B 
平行 , 相等 且 方 向 相同 的 线段 OP， 然后 考虑 所 有 这 样 得 到 的 
点 了 的 轨迹 . 

注 解 问题 33(a) 一 (c) 的 关键 是 :加 5S 可 以 由 二 经 过 
一 个 把 的 点 4 变 到 5 的 点 B 的 螺旋 相似 得 到 . 用 同样 的 方 
法 可 以 证 明 : 者 ER 是 任 一 图 形 ,S 是 从 RR 经 过 一 个 把 ER 的 点 4 
变 到 5 的 点 8 的 螺旋 相似 得 到 的 图 形 , 则 以 下 各 种 点 : 

(a) 分 线段 48 成 给 定 比 49 : 8B 二 m :的 点 Qi 

(b) 作 在 线段 48 上 的 等 边 三 角形 4BC 的 顶点 C, 这 里 
等 边 三 角形 4BC 的 人 B46C 不 仅 有 定 值 60°, 而 且 从 射线 4B 到 
射线 4C 的 旋转 方 同 与 上 述 蝶 旋 相 似 的 旋转 方向 相同 ，; 

(c) 从 一 固定 点 0 所 引线 段 OP 的 端点 P, 这 里 线段 OP 
与 线段 48B 平 行 、 相 等 且 有 相同 的 方向 ; 它们 的 轨迹 都 是 一 个 
与 丸和 S 相似 的 图 形 . 


QD ”或 化 为 一 点 . 
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上 述 命题 的 证 明正 如 
， 间 题 33 的 解 一 样 . 这 个 注 
解 在 以 后 要 用 到 . 
34. 假设 问题 已 解 出 
“(图 99). 以 5 与 5 的 交点 
为 中 心 , 转角 为 a, 相似 . 
系数 等 于 圆 5 与 5 的 半 
径 之 比 的 螺旋 相似 把 S 
变 成 8. 在 这 变换 下 ， 
和 4 变 成 与 5 相 切 的 直 
线 0 和 0， 并 县 0 与 总 ，2 
图 99 | 与 l 都 交 成 a 角 ; 和 i 
的 交点 M 变 成 如 和 如 的 交点 M' 岂 .因而 有 人 MNM' =a. 
这 就 导致 下 面 的 作法 : 引 5 的 切线 和 i 使 之 分 别 与 
4 和 4, 相交 成 a 角 . 命 M' 是 4 入 的 交点 , N 是 5 与 男 一 个 图 
的 交点 , 这 个 圆 以 MM' 为 弦 , 并 且 使 得 这 弦 所 对 的 圆周 角 为 
a. 以 NW 为 中 心 , 转角 为 a, 相似 系数 为 NM/NM' 的 螺旋 相似 
把 下 变 成 所 求 的 圆 8. 这 问题 可 多 达 八 个 解 。 
35. 命 4, E,C，D,8, 了 是 所 给 直线 的 交点 ( 见 图 32). 把 
48 变 到 BF 的 螺旋 相似 的 中 心 0 可 以 作为 三 角形 4BC 与 
BFC 的 外 接 圆 的 交点 , 或 作为 三 角形 4BD 与 BFD 的 外 接 贺 的 
交点 被 定 出 (参看 图 30 (b) 和 图 31). 由 此 即 知 这 四 个 圆 交 于 
一 公共 点 ， 


由 着 LA ls, 则 本 题 的 解法 更 简单 . 因为 这 时 我 们 可 以 立即 找 出 所 求 图 
的 半径 ", 所 求 贺 的 中 心 在 与 3 同心 的 两 个 已 知 圆 之 一 上 . 这 时 本 题 的 解 可 多 
达 四 个 . 
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36. (a) 
我 们 将 指出 如 ee 
何 从 点 Mi, 得 "a 
SJ 和 5S; 的 第 二 
个 交点 BB 与 
M, 的 联 线 . 
MB 与 S， 交 于 
点 M (图 图 100 
100). 不 管 给 定 角 a 的 位 置 如 何 ，M' 总 是 由 M, 经 过 同一 个 
螺旋 相似 得 出 , 这 可 以 由 Am,4M 的 形状 不 依赖 于 点 M; 的 
位 置 (因为 角 4Ma' 是 圆 S 的 弧 46 的 一 半 ， 角 
AM' 1 ,是 圆 $S, 的 弧 48 的 一 半 ) 这 个 事实 推 得 . 通过 引 
用 M' | 4B (因而 41 与 41 是 两 圆 的 直径 ),， 容易 知道 这 个 
螺旋 相似 的 转角 8 等 于 人 O0140: ,并且 相似 系数 是 40y40,. 
又 ，~M'4M: = 一 1 一 aD， Mi OH 一 2(8 一 ao) .这 就 是 说 
M: 是 由 MM, 经 过 中 心 在 4, 转角 为 5, 相似 系数 为 的 螺旋 相 
似 (把 M, 变 到 M' ), 再 接着 作 一 个 以 0: 为 中 心 ,转角 为 2 (6 
一 a) 的 旋转 (把 M' 变 到 M, ) 得 到 的 . 但 是 这 两 个 变换 之 和 是 
一 个 以 某 点 0 为 中 心 ,相似 系数 为 ,转角 为 一 8 十 2(8 一 a) 一 
6 一 2a (在 图 100 中 ,从 4M' 到 4M' 的 旋转 方向 与 从 
0:1f' 到 0.M, 的 旋转 方向 是 相反 的 ) 的 螺旋 相似 . 现在 仅 须 注 
意 到 


MJM., 一 AMM;, 十 AM,.M, 


@ 或 a 一 p. 
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一 /OMA++ /OM,A— 180° 
一 (180°— LMAM,) 
十 (AOAM: 二 /OAM,) — 180° 
= (180 一 o) 十 (8 一 o) 一 180 
一 1 一 2a 员 ， 
即 知 三 角形 HUMx:y 的 外 接 圆 过 0. 

(b) 以 4 为 中 心 ， 转角 b= 二 人 0140:，、 相似 系数 = 
40x40, 的 螺旋 相似 把 0, 变 到 0, ; 以 0; 为 中 心 , 转角 为 2 (8 
一 a) 的 旋转 保持 0; 不 动 . 所 以 

00,_ 40， 


/A000,= ff — 20,， 并 且 00， 40， 


[ 见 (a) 的 解 ]. 因为 比 00yoo:= 40xy40: 是 固定 的 , 点 0 的 
轨迹 是 贺 ( 见 第 42 页 上 的 注 ), 这 个 图 过 点 4 (在 a 二 时 ,0 
与 4 重合 7 和 B( 在 a=0 时 ,0 与 8 重合 ). z 

37. 命 41.4.…4, 是 所 求 的 w 边 形 〈 图 101). 由 本 题 的 假 
设 ， 点 Mi，M;,，…,M, 已 给 定 , 我 们 知道 人 人 4, Mi 4, = 二 a， 
/AMsAs = 二 ，4AM,A4A1= 二 a,， 并 且 知 道 M,4s/ M4, 二 
ki M2As/ M2hs 一 Ko，…，M.A1/ M.A, = 二. 现在 依次 作 以 MM, 为 
中 心 , 转角 为 cu, 相似 系数 为 的 螺旋 相似 , 以 以, 为 中 心 ， 
转角 为 a ,相似 系数 为 的 螺旋 相似 等 等 ,最 后 作 以 MM. 为 中 
心 , 转角 为 a. ,系数 为 的 螺旋 相似 . 在 这 些 变换 下 ,点 4, 将 
依次 地 变 到 4,, 4,,… ,4,, 最 后 变 到 位 置 4 .这样 ，4, 是 rn 个 


”这 个 式 子 可 以 推导 如 下 ，: . 
ALMAIM:= 180°— LIMM:— LIMM) 
~ LOMiMit+ LOMiM'— 180° 
= (180°—a)+ (fp—a)—180°=p— 20. 
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中 心 分 别 在 Wi MaM ,转角 分 别 为 ay,as,… ,a,， 系 数 分 
别 为 ,6,…,k, 的 劝 旋 相似 之 和 的 不 动 点 . 

这 些 螺旋 相似 的 和 一 般 
是 一 个 新 的 螺旋 相似 (转角. 
为 ci 十 ca 十 十 Co， 相似 系 
数 等 于 tk2…h). 因为 螺旋 
相似 的 仅 有 不 动 点 是 它 的 中 
心 , 由 此 可 见 ，4, 必定 是 所 
得 到 的 新 螺旋 相似 的 中 心 ， 
通过 作 (一 1) 次 两 个 已 知 螺 
旋 相 似 之 和 的 螺旋 相似 中 ， | 
心 , 就 可 以 找到 4,. 更 简单 图 101 
的 作法 是 找平 面 上 任 一 线段 BC 在 这 ”个 螺旋 相似 之 和 作用 
下 所 变 成 的 线段 BC ， 然 后 再 作出 把 BC 变 到 B'C' 的 螺旋 相 
” 似 中 心 , 在 找到 了 4 之 后 , 作出 ” 边 形 的 其 余 "一 1 个 顶点 就 
没有 困难 了 . 

若 o 十 oo 十 … 十 是 360" 的 倍数 ， 并 且 pk ‘C= 1 , 则 
这 些 螺 施 相 似 之 和 是 一 个 平移 . 因为 平移 根本 没有 不 动 点 ,所 
以 在 这 种 情况 下 问题 无 解 . 

可 能 遇 到 这 些 螺 旋 相似 之 和 是 恒 等 变 换 ( 即 平移 的 距离 
为 0). 在 这 种 情形 , 问题 的 解 不 定 : 我 们 可 以 选取 平面 上 任意 
一 点 作为 所 求 4 边 形 的 顶点 4,. 

38. (a) 点 由 点 4 经 过 中 心 为 N, 相似 系数 太一 rayri， 
转角 为 ~OVo: 的 螺旋 相似 得 到 , 其 中 7? 和 7, 分别 是 圆 
S, 和 Ss 的 半径 ，0, 和 0; 分 别 是 贺 8 和 8S，* 的 中 心 (参看 问题 33 
的 解 ). 类 似 地 ,点 C 由 点 8 经 过 中 心 在 路 , 系数 二 71/7s, 转 
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角 为 人 O:MOi 的 螺旋 相似 得 到 (图 102). 这 两 个 螺旋 相似 之 
和 把 4 变 到 C. 但 是 两 个 螺旋 相似 之 和 还 是 一 个 螺旋 相似 , 它 
的 系数 二 hk 二 (ry/T7D) (71/72) 二 1， 转 角 为 人 ONO: 十 
人 人 02MO1= 二 2AOINO，( 因 为 M,N 关于 直线 0.0; 对 称 ， 所 以 
OO = 一 ONVO: ). 由 于 相似 系数 4 一 1, 这 个 螺旋 相似 实 
际 上 是 一 个 通常 的 旋转 . 又 因为 这 旋转 把 S 的 任意 一 点 4 恋 
到 S, 的 某 个 点 C, 即 它 把 5, 变 到 自身 , 所 以 这 旋转 的 中 心 是 
dl 的 中 心 O01. 最 后 ， 正如 C 可 以 由 A 经 过 绕 点 O01,， 转角 为 
2 人 OINO, 的 旋转 得 到 一 样 ,点 也 可 以 由 C 经 过 绕 点 Ov, 转 
角 为 2 和 ONO: 的 旋转 得 到 . 于是, 由 4 经 过 绕 0,, 转角 为 
4 人 LO1iN 0: 的 旋转 得 到 . 由 于 4 人 01N 0, 不 依赖 于 4 的 位 置 ， 
所 以 断言 (a) 成 立 ， 
(b) 若 4 ON O， 
一 360"， 即 若 ON 0O， 
”二 90°, 则 5 与 4 重合 . 
| 换 句 话说 ， 者 两 圆 8, 和 
S: 征 直 相交 ， 即 5, 与 
图 102 5S, 的 交角 为 90" (两 圆 
交角 的 定义 见 问题 34 的 叙述 ), 则 百 与 4 重合. 

39. (a) 4: 由 4; 经 过 中 心 在 入, 系数 k= 二 7s/71，, 转角 为 
ONo, 的 螺旋 相似 得 到 ，4, 由 4; 经 过 中 心 在 N, 系数 刀 = 
rs/71， 转角 为 CO:VO: 的 螺旋 相似 得 到 :4 由 4: 经 过 中 心 在 
N,， 系数 二 71/7，, 转角 为 <0sNO, 的 螺旋 相似 得 到 ; 这 里 
01,0,0; 分 别 是 圆 S51, 8,, 5， 的 中 心 ， 717297s 分 别 是 它们 的 半 
径 5 参 看 问题 33 的 解 ). 因为 


[a 7 条 
8 ws 一 一 一 一 一 1， 
7 72 Ts 
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并 且 人 LONOs 十 人 OsNOs 十 人 0sNO, 二 360° ,所 以 这 三 个 螺旋 
相似 之 和 是 一 个 平移 . 又 因为 这 个 平移 把 圆 8 的 每 个 点 4 
变 到 同一 圆 上 的 点 4,, 即 它 把 8 变 到 自身 , 所 以 这 个 平移 必 
定 是 恒 等 变换 . 于 是 4, 是 由 4 经 过 但 等 变换 得 到 的 , 即 有 4， 
= A,. 
. 显然 , 这 个 问题 的 结论 

可 以 推广 到 相交 于 一 个 公共 
点 的 任意 多 个 圆 的 情形 . 在 
图 103 中 我 们 画 出 了 四 个 图 
交 于 一 个 公共 点 的 情形 . 点 
4 是 由 4 经 过 四 个 螺旋 相 
似 之 和 得 到 的 . 但 这 个 和 是 
恒 等 变换 ,所 以 4:= 4,. 

(b) 命 0: 和 r, 表 示 圆 5， 图 .103 

的 中 心 和 半径 61, 2, 3). 点 4 由 4 经 过 中 心 在 Ni ,系数 为 
ki = rs/r1, 转角 为 ONo: 的 螺旋 相似 得 到 (参看 问题 33 的 
解 ). 同样 ，4,,4,,4;, 4。,4; 是 由 4,,4;,4,,4s, 4 分别 经 过 中 
心 在 NN, 系数 b= 二 +/7,.， 转角 为 ~O:VO: ， 中 心 在 N,， 系数 
ts 一 7i/7e， 转 角 为 人 OsN Oi ， 中 心 在 M1， 系数 上 一 7,/71( 二 
£1) ,转角 为 OM.0; , 中心 在 MM, ,系数 心 一 xyr:( 一 ba ， 转 

角 为 LO,M:0,， 中心 在 M, ,系数 二 7/rs( 二 ) ,转角 为 
“0sM.0, 的 蝶 旋 相似 得 到 的 . 于 是 4; 由 4: 经 过 连续 作 6 个 螺 
旋 相 似 得 到 . 因为 

Te Ts ?I 


kikaks = 7 7 7 1， 


所 以 这 些 螺旋 相似 的 前 三 个 之 和 是 通常 的 旋转 . 这 个 旋转 把 
贺 S, 的 任意 一 点 4, 变 到 同一 圆 上 的 点 4, , 即 它 把 5, 变 到 自 
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身 . 因此 前 三 个 螺旋 相似 之 和 是 绕 0 的 转角 为 
a = “ONiO, 十 了 DNiD, 十 /ON sO 
的 旋转 . 
同样 , 后 三 个 螺旋 相似 之 和 也 是 绕 0, 的 旋转 , 它 的 转角 
B= /OMO;,t AOM0Os 十 /OMO. 
因为 原来 的 六 个 螺旋 相似 之 和 与 这 两 个 绕 0, 的 旋转 之 
和 是 相同 的 , 所 以 它 是 一 个 绕 01 的 转角 为 a 十 8 的 旋转 . 我 们 
现在 来 证 明 a 十 6 二 0. 事实 上 ,因为 
LONOs=— LOMOs, ONi0= — /OM0,, 
ONsO1= — /OMsO, | 
所 以 a 二 一 8[ 见 图 35(b)]. 
这 样 ,我 们 的 6 个 螺旋 相似 之 和 是 一 个 绕 0, 的 转角 为 0 
的 旋转 , 即 它 是 恒 等 变换 . 因为 这 恒 等 变换 把 4, 变 到 4; , 这 就 
证 明了 4 一 4,， 
这 个 问题 的 结果 可 以 推广 到 任意 多 个 两 两 相交 的 加 的 情 
形 . z 
40. (a) 首先 设 :是 一 个 半径 比 融 8. 和 5; 的 半径 大 得 多 
的 圆 , 并 且 对 这 种 情形 应 用 问题 39 (b) 的 结果 . 现在 如 果 让 ! 
的 半径 无 限 增 大 , 使 得 ! 变 得 越 来 越 有 逼 近 一 条 与 圆 8S, 和 5S, 相 
交 的 直线 , 取 极 限 即 得 本 题 所 要 的 结果 (参看 问题 24 的 解 ). 
(b) 车 我 们 移动 直线 !, 使 得 点 K 与 上 重合 ,并 且 使 得 点 
P 与 点 8 重合, 即 移动 ! 使 它 成 为 S, 和 5;, 的 公 切 线 , 则 (a) 的 
结果 就 变 成 (b) 的 结果 . 
41. 假设 入 4BC 已 作 好 (图 104). 以 4 为 中 心 ; 以 1 为 轴 ， 
相似 系数 为 n/m 的 膨胀 反射 把 点 B 变 到 点 C. 所 以 点 C 同 时. 
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在 圆 S, 和 圆 S 上 , 这 里 的 8 是 由 S, 经 过 所 述 的 膨胀 反射 得 
到 的 (图 104). 本 题 可 以 有 两 个 解 ,一 个 解 或 无 解 . 

42. 假设 四 边 形 4BCD 已 经 作 好 . 以 4 为 中 心 , 以 4C 为 
轴 , 相似 系数 为 48/4D 的 脱 胀 反射 把 从 4DC 变 成 人 4BC' (图 
105). 


图 104 图 105 


(a) 4C 与 40' 二 40C(4B/4D) 是 已 知 的 ,因而 我 们 可 以 在 

某 直 线 上 作出 这 些 线段 . 又 由 4BC' 二 4DC, 所 以 
Ac Be= /ABC— /ADC= /B/D 

是 已 知 的 .于 是 B 就 是 张 在 弦 CC' 上 , 并 且 所 含 圆 周 角 等 于 
人 8B 一 人 D 的 圆 颖 0 与 以 4 为 中 心 , 半径 等 于 48B 的 圆 的 交点 . 
现在 容易 找 出 顶点 D. 这 个 问题 最 多 有 一 个 解 . 

(b) 因为 人 CBC' 的 边 BC 与 BO 一 DOC4B1/4D) 及 

| LO0'BC= /AB— /DD 


QD 关于 弧 的 作法 的 细节 , 见 《Hungarian Problem Book I》 中 问题 1895/2, 第 
30 页 上 的 注 ， 
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是 已 知 的 , 这 个 三 角形 可 以 作出 . 顶点 4 就 是 直线 CC 上 使 
得 4C' /AC 二 4B/4D 的 点 ,本题 有 唯一 解 . 
(c) 在 这 种 情形 ,我 们 知道 比 


BC _ _ BC  _Bo AD 
， BC! CD(AB/ AD) “CD AB’ 


点 B 就 是 到 C 和 0' 的 路 
离 之 比 有 给 定 值 (BC/CD) 
。 (4D/48) 的 点 的 轨迹 
”” ( 见 第 42 页 上 的 注 ) 与 以 
5 4 为 心 , 48 为 半径 的 圆 的 
交点 . 本 题 最 多 有 一 解 ， 
43. 在 作 了 以 4 为 中 
图 106 心 ,以 40 为 轴 , 相似 系数 
为 48/4D 的 膨胀 反射 之 后 ,接着 再 作 一 个 以 4 为 中 心 , 转角 
为 的 旋转 , 把 人 4Dc 变 到 和信 4BC'( 匈 图 106). 剩 下 部 分 的 作 
法 类 似 于 问题 42 的 解 . (在 解 类 似 于 42 (b) 的 问题 时 , 顶点 4 
可 作为 到 C' 和 C 的 距离 之 比 有 定 值 48/4D 的 点 的 轨迹 与 张 
在 弦 CC' 上 并 且 所 含 的 圆周 角 等 于 2 的 弧 的 交点 而 定 出 .) 
44. (a) 设 2 和 如 在 0 点 相交 并 构成 w 角 [图 107 (a)j. 
(车 44.N is， 则 这 个 问题 没有 意义 ; 在 这 种 情形 下 , 仅 当 MM 与 
4 和 1 等 距 时 线段 P8 存在 , 因此 M 不 能 描 出 一 圆 . ) 人 OPP 
与 和 八 088 相似 (因为 是 有 相等 底 角 的 两 个 直角 三 角形 ), 因 而 
OP/OP 二 08/08 . 所 以 0P/08 = 0P' /0Q', 亦 即 AOPg 与 
人 和信 0P' 8' 也 相似 . 因此 ， 八 OPM 与 人 0P' M' 是 相似 的 (因为 
OM 和 0M' 分 别 是 人 OP@ 和 八 0P' 8' 的 中 线 ). 这 意味 着 比 
OM’' /OM 二 0P! /OP 一 cosa 不 依 环 于 点 WH 的 选取 ， 并 生 
AM'OP' = AMOP, 好 OM 和 OU; 都 与 PO0Q 的 平分 线 ! 
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一 Ci 


A D 


构成 等 角 . 这 样 , M' 是 由 MM 经 过 以 0 为 中 心 , 以 上 为 轴 , 系数 
4 一 cosa 的 膨胀 反射 得 到 的 . 所 以 当 M 描 出 加 5 时,，M' 搞 出 
S' ,S' 是 S 在 上 述 膨 上 胀 反 射 下 的 象 . 


~ (a) (b) 


图 ”107 


(b) 首先 , 若 人 M0M, 二 a 二 90° , 则 平面 上 的 每 个 点 入 
显然 变 到 同一 点 M' 二 0. 这 样 , 仅 当 a 冯 90° 时 问题 才 是 有 趣 
的 . 用 入 ,表示 MM 与 i; 的 交点 ，Ns 表 示人 MM 与 4 的 交点 【图 
107 (b)], 正如 在 (a) 的 解答 中 一 样 , 我们 可 以 证 明 
AOMM: 和 ANiv, 是 相似 的 , 且 有 相似 系数 4 一 OHMVON: 一 
eosa [ 若 点 Mi 和 M: 分 别 扮演 (a) 中 的 点 P 和 & 的 角色 , 则 那 
里 的 点 P 和 9' 分别 扮演 和 N: 和 ,的 角色 ]. 因为 W 和 M' 分 别 
是 相似 三 角形 ONN: 和 OUMiMs 的 高 的 交点 , 由 此 可 知 
OM' /OHMN = 一 cosa,， 并 且 MIOHM 一 -MOHM .所 以 我 们 知 
道 直线 OU 与 0M' 关于 角 MOM。 的 平分 线 是 对 称 的 

146 


这 样 ，(b) 中 的 点 M' 是 点 1 经 过 (a) 中 由 4 得 到 MM' 所 
作 的 那 种 膨胀 反射 得 到 的 .因此 , 车 M 描 出 圆 S, 则 M' 也 描 
出 圆 5' ,3 正 是 5 在 上 述 膨胀 反射 下 的 象 . 

45. (a) 若 两 个 正方 形 4BCD 和 4BiCD 的 周 界 有 同一 
走向 , 即 若 这 两 个 正方 形 正 向 相似 , 则 4BCiD 是 由 4BCD 经 
过 一 个 螺旋 相似 或 者 平移 ( 见 定理 1) 得 到 的 .者 4.8.0.D1 由 
ABCD 经 过 平移 得 到 ,4* ,B* ,0C* ,D* 是 线段 44,,BB,,C0,,DD， 
的 中 点 , 则 4*8*C*D"* 也 可 由 4BCD 经 过 平移 得 到 , 这 个 平移 
与 原平 移 方向 相同 ,平移 距离 是 原来 的 一 半 [ 图 108(a7. 


图 108 


另 一 方面 , 车 4,B,C,D, 由 ABCD 经 过 不 是 中 心 对 称 的 螺 
旋 相 似 得 到 〈 在 中心 对 称 的 情形 , 中 点 4" ,8* ,C" ,D" 全 都 与 
旋转 中 心 重合 ), 则 由 问题 33. 的 解答 后 面 的 注解 可 知 
4",B" ,CD* 必 为 一 个 正方 形 的 顶点 [图 .108(b)]. 

”但 是 , 着 正方 形 4BCD 与 41.8.01D, 的 周 界 走向 相反 , 则 结 
论 不 再 成 立 . 例如 , 我 们 可 以 考虑 当 4,== 4,0,==C,B,==D,D 
二 B8 时 的 情形 [图 108(c)]. 

(b) 本 题 也 可 以 用 定理 1 和 问题 33 的 解答 后 面 的 注 来 
解 [ 图 109 (a) ，(b)]. 但 是 , 在 人 4BiC, 是 由 人 人 48BC 经 过 平移 
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得 到 的 这 种 更 简单 的 情形 , 需要 特别 考虑 . 在 这 种 情形 下 ， 
俯 4*B*C* 由 入 4BC 经 过 一 个 平移 得 到 , 平移 的 方向 是 44*， 
平移 的 距离 即 线段 44 的 长 度 [ 图 109(a)].， 


图 109 


车 和信 4BC 和 入 4181C, 的 周 界 走向 相同 ， 而 这 一 走向 又 与 
俱 44.4*, 信 BB18" 和 和信 CC1C* 的 周 界 走向 相反 ， 则 题 中 的 断 
语 仍然 成 立 . 但 是 ， 名 清 没 有 关于 辣 界 走 商 的 其 些 假设 ， 断 语 
一 般 不 成 立 . 例如 , 见 图 109(c). 

46.《〈a) 因为 这 两 个 正方 形 是 正 向 相似 图 形 ， 由 定理 1 可 
知 MNPQ 是 由 4BCD 经 过 一 个 平移 或 者 螺旋 相似 得 到 的 . 在 
平移 的 情形 , 因为 所 述 的 四 条 线段 4M, BN, CP, D8 有 同样 的 
长 度 , 题 中 的 节 语 是 显然 的 , 所 以 我 们 假设 MNPQ 是 由 4BCD 
经 过 一 个 螺旋 相似 得 到 的 . z 

从 某 点 0 作 线段 0T, 0U, 0V, OH， 使 得 它们 分 别 与 线段 
AM,， BN, CP, D8 平行 , 相等 旦 有 相同 的 方向 . 由 问题 33 解答 
后 面 的 注解 可 知 , 点 了 ,UV,F, 克 是 一 个 正方 形 的 顶点 [图 110 
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(a)]. 命 和 是 正方 形 TUVW 的 中 心 . 对 和信 07TZ 和 Aor2 应 用 余 


弦 定 理 , 我 们 有 
O7 :一 022 十 GZ82 一 200 »。 ZTeos/ OZT 
和 
0 天 一 07 十 2 天 一 20Z。ZTecos 一 OZ 
一 00 十 2 十 207Z。，。ZTcos OZT. 
由 此 可 得 
0 十 0 一 202 十 22 
用 同样 的 方法 ,我 们 可 得 到 
OO 十 0 一 2022 十 220 
因为 27=20, 所 以 有 
oT 二 OV:= OU OW?, 
即 有 
AM’* + CP:= BN’:+ DQ’. 
容易 看 出 , 当 4BCD 和 MNPQ 是 任意 两 个 正 向 相似 长 方 
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形 时 [图 110(b)], 这 个 推理 仍然 成 立 . 但 是 ,这 个 结果 不 能 推 
广 到 当 4BCD 与 MNPQ 是 反 向 相似 的 正方 形 或 长 方形 的 情形 . 
例如 ,在 图 108(c) 中 ,44 一 CC 一 0， 而 853: 一 00， 了 0, 因 而 44? 
十 C0? 关 BBi 十 DD?. 

(b) 如 (a) 中 的 证 明 一 样 . 第 二 个 正六 边 形 是 由 第 一 个 正 
六 边 形 经 过 一 个 平移 或 者 螺旋 相似 得 到 的 . 在 平移 的 情形 ,本 
题 的 断言 是 显然 的 , 所 以 我 们 假设 第 二 个 正六 边 形 是 由 第 一 
个 正六 边 形 经 过 一 个 螺旋 相似 得 到 的 . 


图 111 


现在 从 某 点 0 作 线段 or， 00,O7, 0 了,OX,O7 ,使 它们 分 
列 与 线段 4M,BN,CP,DQ,ER,FS 平行 ,相等 且 有 相同 的 方向 . 
于 是 由 问题 33 解答 后 面 的 注 可 知 ,7,V,V,W, 久 ,了 这 六 个 点 
是 一 个 正六 边 形 的 顶点 (图 111). 命 K 表示 线段 TY 的 中 点 ， 
Z 表示 六 边 形 TU 了 的 中 心 ,于 是 ,2 也 是 等 边 三 角形 TVX 
的 重心 . 显然 ,我们 有 XZ : ZK 二 2 : 1. 正如 在 (a) 的 解答 中 一 
样 , 我 们 也 可 以 证 明 

oT? OV’:= 20K’? + 2KT, 


150 


进一步 ,对 和信 0ZX 和 八 0ZK 应 用 余弦 定理 ,我 们 有 : 
OX’:= O02Z:+ ZX — 20Z » ZXeos/ OZX 
和 
OK:— OZ:+ZKR:— 20% » ZKeos /OZK. 
于 是 有 
oT? + OV’= 20K’ + 2KT!’ 
= 202’:+ 22ZK*— 40Z * ZKcecos/ OZK 十 2 天 人 
但 是 ZK 二 ZX/2, 并 县 cosA0ZK= 二 一 cos OZX. 所 以 
40Z » ZKceos /OZK = — 20%*» ZXCcos/ OLX, 
从 而 有 
OT OV :+ OX?’ 
一 302Z2 十 22Z 天 ?十 2 天 72 十 ZX2 
一 302 十 32T’, 
其 中 最 后 一 个 等 号 由 : 
2(ZK’+ KT) + ZX: ~ 227T7T* ZX’ = 320T° 
得 出 ， z 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 / 
: OU* 十 0 天: 十 08 一 30202 十 3212 一 3022 32T’, 
因此 我 们 有 
0O7 OV’*+ OX’:= OU OW? -+ OF’, 
即 有 
4 十 CPP 十 下 R 一 BN2 十 DO 十 PS 
47.(a) 大 和 和 是 所 求 长 方形 的 一 对 不 相 邻 的 顶点 
(图 112) ,于 是 它们 分 别 在 以 48 与 CD 为 直径 的 圆 8 与 8 上 ， 
可 以 认为 这 两 个 圆 是 具有 对 应 点 X 和 成 的 正 向 相似 图 形 . 由 
定理 1( 第 55 页 ), 存 在 一 个 螺旋 相似 (或 平移 ) 把 8 变 成 8 ， 
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并 且 把 点 X 变 到 点 X' . 这 个 螺旋 相似 可 用 下 述 方式 确定 : 过 
点 4 和 C 引 任意 一 对 平行 直线 , 设 它 们 分 别 交 圆 S 和 & 于 
点 M 和 M' .因为 角 MAX 与 角 MCX 的 对 应 边 平行 , 所 以 它 
们 相等 . 因此 圆 8 的 弧 MX 与 圆 5' 的 弧 M' X' 有 同样 的 角 测 
度 . 由 此 可 知 , 我 们 的 螺旋 相似 把 点 M 变 到 M' . 又 因为 这 个 
螺旋 相似 把 圆 5 的 中 心 K 变 到 圆 8' 的 中 心 K' ,这 样 就 把 问 
题 归结 为 寻找 一 个 把 已 知 线段 KM 变 成 另 一 已 知 线段 K' M1 
的 螺旋 相似 (或 平移 )( 见 第 45 一 46 页 ). 

设 这 螺旋 相似 的 中 心 为 
0, 转角 为 a, 相似 系数 为 上 
因为 人 MOM' 一 人 XOX =a 
和 OM’ /OM=0X’ /OX=k, 
所 以 

NOMM’ ~ NOXX'. 
由 于 人 OXX' 的 边 XX' 是 已 
知 的 , 我 们 能 求 出 边 0X, 从 图 112 
而 点 X 可 作为 圆 8 与 以 0 为 心 , 半径 为 OX 的 圆 的 交点 而 定 
出 来 . 本 题 可 以 有 两 个 解 ,一 个 解 或 无 解 . 点 4, B,C,D 可 以 在 、 
所 作 长 方形 的 边 上 或 它们 的 延长 线 上 . : 

特殊 情形 出 现在 线段 KM 是 由 一 个 平移 变 到 线段 K' M1 
的 时 候 (或 者 换 句 话说 , 当 线 段 4B 与 cD 平行 ,相等 且 有 相同 
方向 时 ). 在 这 种 情形 下 , 如 果 平 移 的 距离 不 等 于 给 定 长 方形 
的 对 角 线 长 度 , 则 本 题 无 解 , 否则 本 题 的 解 不 定 (因为 我 们 可 
以 选取 圆 8 上 的 任 一 点 作为 所 求 长 方形 的 顶点 X). : 

(b) 假设 这 个 四 边 形 已 作 好 [图 113(a)]. 它 的 顶点 B 和 
D 分 别 在 圆 狐 SS 和 5: 上 ,这 里 5 和 5' 张 在 对 角 线 4C 上， 并 
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且 它 们 所 含 的 圆周 角 分 别 等 于 给 定 的 角 B 和 和 角 D. 用 a 表示 
了 BA4C,b 表示 人 DC4. 在 三 角形 4BC 中 我 们 有 

a 十 8B 十 CC 一 5 一 180?， 
因而 

Bp—a= /B/C— 180°, 
即 8 一 a 是 已 知 的 . 为 确定 起 见 , 假设 8 一 a 之 0. 过 C 引 一 直线 
使 得 它 与 对 角 线 4C 的 夹 角 等 于 8 一 a. 设 所 引 的 直线 与 张 8 
交 于 点 B. 于 是 DCB8 二 pb 一 (6 一 a) =a, 即 人 DCE 二 人 BA4C，, 因 
而 DE 与 BC 有 同样 的 角 测 度 . 

由 此 我 们 得 出 下 面 与 (a) 
类 似 的 作 图 法 . 以 给 定 线段 4C 
为 弦 作 圆 弧 8, 使 它 所 含 的 图 
周 角 等 于 给 定 的 角 B, 胃 以 这 
线段 为 弘 在 它 的 另 一 侧 作 圆 弧 
Ss' ,使 它 所 含 的 圆周 角 等 于 已 
“” 知 角 D. 过 点 C 引 一 直线 ,使 它 
与 4C 构成 角 6 一 a 二 LB 十 人 C 
一 180*, 并 且 交 图 弧 8 于 点 

现在 如 在 (a) 中 一 样 ， 


于 
/A 7 一 ”本题 归结 为 解 下 面 这 
xX 样 的 问题 ; 在 圆 S 与 
Ni S 上 分 别 给 定点 C 
M 7 各, 要 在 S 和 Ss' 上 
13 分 别 找 点 也 和 D, 使 


得 CB 与 5D 有 同样 的 角 测 度 , 并 且 使 得 线段 06 有 给 定 的 长 
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度 . 

(c) 设 XYZT 是 所 求 的 平行 四 边 形 . MX, MY, MZ, MT 是 
四 条 给 定 的 直线 [图 113(b)]. 沿 IT2Z 方向 平移 信 XMY ,平移 的 
距离 为 YZ 的 长 度 , 使 得 线段 XY 与 线段 72 重合 :车 M' 是 M 
的 新 位 置 , 则 在 四 边 形 MZM'7T 中 我 们 知道 了 对 角 线 27 和 
MM’' =YZ, BR/AZMT, /ZZ2MT= /YMX, /MTM' = 
人 XMT, MZM' = AYMZ. 于 是 本 问题 归结 为 (b). 


@) 本 0 
图 114 

48. (a) 假设 入 4BC 已 作 好 [图 114 (a)]. 相继 地 作 以 M 
为 中 心 , 系数 为 一 的 中 心 相似 和 两 个 反射 , 其 中 一 个 是 关于 
直线 41 的 反射 , 另 一 个 是 关于 直线 ls 的 反射 . 这 时 点 4 首先 
变 到 B, 然后 8 变 到 C, 最 后 C 变 到 4. 于 是 4 是 上 述 的 中 心 
相似 与 两 个 关于 直线 的 反射 之 和 的 不 动 点 . 这 个 和 是 一 个 把 
每 个 图 形 变 成 正 向 相似 于 的 图 形 Fr 的 变换 , 由 定理 1， 
它 是 一 个 螺旋 相似 . 不 难 找 出 这 个 螺旋 相似 的 中 心 0. 为 此 只 
需 作出 平面 上 任意 一 条 线段 Pe 在 这 三 个 变换 之 和 的 作用 下 
的 象 P 8' ,然后 找 出 这 两 条 线段 的 旋转 中 心 ( 见 第 44 一 45 
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页 ). 顶点 4 必定 与 点 0 重合 (因为 螺旋 相似 仅 有 的 不 动 点 是 
中 心 ). 点 4 作出 以 后 , 容易 找到 所 要 作 的 三 角形 的 另外 两 个 
顶点 B 和 C. 车 *==1 并 且 4 41, 则 本 题 或 是 无 解 或 是 解 不 
定 ;在 所 有 其 它 的 情形 ,本题 有 唯一 解 (参看 问题 37 的 解 ). 

(b) 假设 入 4BC 已 作 好 5 图 114(b)]. 相继 地 作 两 个 分 别 
以 M 和 WN 为 中 心 , 系数 分 别 为 一 和 一 k 的 中 心 相 似 和 一 
个 关于 直线 1 的 反射 . 这 些 变换 之 和 把 4 点 变 到 自身 , 因而 4 
是 这 些 变 换 之 和 的 不 动 点 . 这 个 和 变换 显然 把 每 个 图 形 F 变 
成 反 向 相似 于 F 的 图 形 F' ,根据 定理 2, 它 是 一 个 膨胀 反射 . 
如 果 我 们 找 出 平面 中 任意 一 条 线段 Pe 在 这 个 变换 下 的 象 
P'8 ,这 个 变换 的 中 心 0 和 轴 就 不 难 找到 ( 见 第 57 一 58 页 ， 
特别 是 图 40). 于 是 4 一 0. 在 已 经 作出 4 之 后 , 找 所 要 作 的 三 
角形 的 其 余 两 个 顶点 互 和 C 就 没有 困难 了 . 

车 hs 二 1, 则 我 们 的 变换 之 和 是 一 个 滑动 反射 (或 者 仅 
是 关于 某 直线 的 反射 ). 在 这 种 情形 ， 本 题 或 无 解 或 解 不 定 , 在 
所 有 其 它 情形 本 题 都 有 唯一 解 . 


- 


第 二 章 ” 保 距 变换 和 相似 变换 的 进一步 应 用 


49. (a) 可 以 作 很 多 这 样 的 三 角形 41,8.0, ,使 它 全 等 于 
人 4BC，, 并 且 使 得 它 的 边 4.B, 和 4ic, 分别 过 两 个 给 定点 M 和 
.由 定理 1 (第 71 页 ), 任意 一 个 这 样 的 三 角形 的 边 BiC, 必 
定 与 某 定 圆 8S 相 切 , 这 个 圆 8 可 以 通过 作 三 个 这 样 的 三 角形 
4BiC4:52C A3BsC; 找 出 来 [图 115 (a)],. 剩 下 只 需 从 给 定点 
P 引 S 的 一 条 切线 , 所 求 三 角形 4ouBuC 的 边 BuC。 必 落 在 这 条 
切线 上 . 
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本 题 可 以 有 两 个 解 ,一 个 解 或 无 解 . 


图 115 


(b) 本 题 的 解法 与 (a) 非 常 类 似 . 可 以 作 很 多 这 样 的 三 角 
形 4,B,C, ,使 得 它 全 等 于 给 定 的 三 角形 48C, 并 且 使 得 它 的 边 
4B, 与 给 定 的 圆 S, 相 切 , 边 4C: 与 给 定 圆 S, 相 切 .所 有 这 些 
三 角形 揭 第 三 边 必 与 某 定 圆 & 相 切 〈 第 72 页 ), 这 个 圆 S 容 
易 通 过 作 三 个 这 样 的 三 角形 4BiCy,4:B:C,4:B:C， [图 115 
《b)2 找 出 来 . 然后 只 需 作 圆 8 和 给 定 圆 8; 的 公 切 线 , 所 求 二 
角形 4opBoCn 的 边 BoC, 必 落 在 这 条 公 切 线 上 . 

一 般 说 来 , 圆 8 与 S; 有 四 条 公 切 线 . 此 外 入 41B.C1 (因此 
还 有 和信 42B:C; 和 人 和信 43B30，) 可 按 下 述 四 种 本 质 上 不 同 的 方 
作出 : z 

1” 圆 S. 和 点 0 在 418, 的 两 侧 , 圆 5; 和 点 B. 在 41C 的 两 侧 
[图 115(b))，; 

2 Si 和 点 C0, 在 4181 的 两 侧 , 58; 和 B, 在 4,01 的 同 侧 ; 

3 态 和 点 C1, 在 4.81 的 同 侧 ,5, 和 Bi 在 41C1 的 两 侧 ; 
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4"” SI 和 点 C, 在 4.B, 的 同 侧 ，S: 和 到 在 4C, 的 同 侧 . 因此 ， 
本 题 可 以 有 十 六 个 解 . 


图 116 


50. (a) 图 116 (a) 中 的 点 Ci 和 0C; 在 和信 4BO 的 外 接 圆 4 
上 .由 定理 2, 当 线 段 4B 以 保持 它 的 端点 在 角 4104s 的 两 条 边 
上 的 方式 滑动 时 , 人 ABC 和信 4BCz 的 顶点 Ci 和 C2 分 别 描 出 过 
0 的 直线 1 和 m2。.。 (更 确切 地 说 ， 它们 描 出 这 两 条 直线 上 的 
两 个 线段 ， 我 们 让 读者 自己 去 确定 这 些 线段 的 长 度 .) 

Cb) 图 116(b) 中 的 点 C, 在 人 A4B0O 的 外 接 圆 5S 上 , 点 C。 
是 这 个 圆 的 中 心 . 当 线 段 4B 以 保持 它 的 端点 在 角 404 的 两 
条 边 上 滑动 时 ，A4Bc, 的 顶点 C, 描 出 一 条 过 o 的 直线 , 而 
A45C, 的 顶点 C* 描 出 一 个 以 o 为 中 心 的 圆 ( 见 第 72 一 73 
页 ). 〈 更 确切 地 说 ，C, 描 出 这 条 直线 上 的 某 个 线段 ,而 C; 描 
出 这 个 圆 的 某 一 段 弧 .) 

51. 假设 入 4BC 已 经 作 好 . 考虑 这 样 的 三 角形 45C , 它 的 
斜 边 有 定 长 48 一 。, 并 且 这 三 角形 以 4 与 4 的 交点 0 为 相似 
中 心 与 A4Bc 中 心 相似 . 由 问题 50 (a) 的 解答 可 知 顶点 5 在 
过 0 的 某 四 条 容易 作出 的 直线 m1 ,Ts Th 之 一 上 ( 见 图 
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117). (为 了 作出 这 . 
些 直 线 , 只 须 作 出 IN 
有 给 定 锐角 cs， 并 
且 这 个 锐角 的 顶点 
在 直线 4 或 上 的 m AN 
直角 三 角形 4BC,， 
显然 , C 与 C 在 同 
一 直线 上 , 于 是 C 
可 以 作为 直线 
ms Mm Mss Wg 之 一 一 
与 圆 8 的 交点 而 
定 出 来 . 1 3a 

本 题 可 以 多 达 - 图 117 
八 个 解 ， 

52. (a) 考虑 四 边 形 BHM,M;P , 这 里 8B 是 S, 和 5S; 的 第 二 
个 交点 . 当 Mi 绕 4 旋转 时 ， 人 入 BM.M,; 保持 与 它 自 身 相 似 ” 
( 见 问 题 31 的 解 ). 所 以 四 边 形 BM .MP 也 保持 与 自身 相似 . 
现在 本 题 的 全 部 断言 可 以 由 这 四 边 形 的 点 保持 不 动 , 顶点 
Mi 和 M; 描 出 圆 5S, 和 Ss, 以 及 边 Mi.Ms 总 过 定点 4 等 事实 得 
出 ( 见 第 76 页 ). (我 们 假设 AMWW:P 总 是 作 在 Wu 的 固定 
的 一 侧 , 即 总 与 信 BM1M; 在 MM; 的 同一 侧 或 相反 的 一 侧 ; 否 
则 我 们 必须 允许 P 描 出 两 个 贺 , 并 且 必 须 对 本 题 中 关于 直线 
”MiP 和 M2P 的 陈述 作 相 应 的 改变 . ) 

(b) 由 人 BMMs 一 人 BNIN。[ 见 (a) 的 解 ] 可 知 ， 
A 人 BMIN ~ 八 BMsNs. 因而 LBNM,== BNoMs, 所 以 四 边 
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形 BN,QN, 可 以 有 外 接 贺 . 而 这 文 就 是 说 点 9 的 轨迹 是 外 接 于 
人 和信 BNJN;, 的 圆 (图 118). 

当 4 绕 4 转 
动 时 ， 人 5NwiNV， 改 
变 , 但 总 保持 与 它 
的 初始 位 置 相 似 

.【 见 问题 Ca) 的 解 ]， 
”因为 同时 又 有 点 8 
保持 不 动 , 并 且 点 
Ni 和 ws 分别 描 出 
圆 8, 和 5,, 因此 这 
， 个 三 角形 的 外 接 贺 
图 118 - 让 的 中 心 描 出 一 个 
: 圆 . 
 ” 53， 显然 /4BM = 
, 之 40.0， (它们 中 的 每 一 个 都 
等 于 圆 8, 的 弧 4M 的 度数 的 
一 半 ， 见 图 119). 类 似 地 ， 
ACM = /AO0. 所 以 当 : 
绕 4 转动 时 ，A400, 以 这 样 
”的 方式 改变 : 它 总 保持 与 自身 
图 119 相似 并且 都 与 人 48c 相似 ). 
因为 点 4 是 不 动 的 , 并 且 点 0, 和 0, 都 描 出 直线 《48 和 4C 的 
中 垂 线 ) 由 此 即 知 线段 0.0; 的 中 点 也 描 出 一 条 直线 . 
54. 设 人 48C 和 和 八 4' BP'O' 是 八 4BC 的 任意 两 个 位 置 (图 
120). 因为 04 和 0B8(0A 和 0B') 的 夹 角 等 于 zc 与 有 的 夹 
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角 , 由 此 可 知 
AO0B+ / ACB 
= /NOB +/N oR 
一 180。， 
/OAC+ /OBc 
~ /OAC /OB'c 
= 180°, 
以 及 /0A'A= /0B'B, 
LOAN' = /OBB. 


， 图 120 
于 是 Ao44 与 人 0BB' 相似 . 同 理 可 证 人 066' 也 与 它们 相 
似 . 由 此 可 见 和信 堵 PPO' 可 由 八 ABC 经 过 一 个 以 0 为 中 心 的 
螺旋 相似 得 到 . 这 样 ， 当 直线 bt 绕 0 旋转 时 ， 人 入 486 改 
变 但 仍 保持 与 它 自身 相似 , 并 且 它 的 每 两 个 位 置 都 有 同样 的 
旋转 中 心 0. 由 上 述 事 实 以 及 A3455 的 顶点 都 描 出 直线 可 
知 , 这 个 三 角形 的 每 个 点 都 描 出 一 条 直线 , 这 就 回答 了 (b) 中 


160 


的 问题 . 因为 对 于 所 有 的 三 角形 48C ,点 0 有 相同 的 位 置 , 所 
以 为 了 和 弄 清楚 点 0 在 这 些 三 角形 中 的 位 置 , 只 要 考虑 这 些 三 
角形 中 的 某 一 个 ,例如 ,以 0 到 入 4BC 各 边 的 垂 线 的 垂 足 为 顶 
点 的 三 角形 4,BoC，. 

1 若 0 是 八 4BC 外 接 圆 的 中 心 , 则 人 X806 的 边 平行 于 
人 46C 的 边 (因为 和 人 46Bo06 的 边 是 人 A4BC 的 中 位 线 ), 因而 0 
是 人 36B06 的 高 的 交点 . 

2* 车 0 是 八 4BC 的 内 切 贺 心 , 则 0A, = 0B,= 00, , 因而 
0 是 入 468o06, 的 外 接 贺 圆心， 

3” 若 0 是 和信 4BC 的 高 的 交点 , 则 0 是 人 4 的 角 平 分 

线 的 交点 (因为 046B, 与 人 0CB, 在 四 边 形 046CB, 的 外 接 圆 
上 对 同一 个 弧 ， 所 以 L040B,= LOCB,. 同 理 一 GO4oC = 
AO05C, .又 由 人 4CC 与 人 485, 相似 ,有 CC5 = 一 COBCo). 
”55. (a) 设 4,ls,ls,4s 是 四 条 给 定 的 直线 . 考虑 与 给 定 四 
边 形 相 似 并 且 三 个 顶点 4,8,C 分 别 在 直线 44,ti,ls 上 的 所 有 
四 边 形 48C5 .给 定 这 样 的 四 边 形 的 顶点 4 或 边 48 的 方 问 ， 
我 们 可 以 把 它 作 出 来 [ 见 $2 中 问题 30 (a) 和 3 1 中间 题 9 
(b)). 由 定理 3 (第 79 页 ) 可 知 , 所 有 这 样 的 四 边 形 的 预 点 万 
落 在 某 直 线 !/ 上 , 通过 找 出 五 的 两 个 位 置 , 直线 上 容易 作出 . 
与 4 的 交点 就 是 所 求 四边 形 4BCD 的 顶点 彤 剩 下 的 部 分 可 
利用 问题 30(a) 的 解答 中 指出 的 作法 来 完成 . 

一 般 说 来 本 题 有 唯一 解 ; 例外 情形 是 :// 2 (本 题 无 解 ) 
或 上 一 ( 解 不 定 ). 

(b》 命 Mi, M;,M;, Ms 是 四 四 个 给 定点 . 考虑 所 有 这 样 的 四 
边 形 48CD5 , 它 相 似 于 给 定 的 四 边 形 , 并 且 边 4 五,BC ,CD 分 
别 过 点 M1, Ms; Ms. 因为 这 些 四 边 形 的 顶点 B 和 C 分 别 位 于 
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张 在 线段 MM,M, 和 MM; ,并且 所 含 圆周 角 为 已 知 角 的 两 个 弧 
上 ,我 们 可 以 作 很 多 这 样 的 四 边 形 . 由 定理 4( 第 79 页 ) , 每 个 
这 样 的 四 边 形 的 边 54 都 过 某 定点 M. 通过 作出 两 个 这 样 的 
四边 形 545C5 容 易 找 到 点 M. 直线 MM, 包含 所 求 四 边 形 的 
边 D4. 车 M 与 内 ,重合 , 则 解 不 定 . 

(c) 考虑 这 样 的 四 边 形 48C5 , 它 与 给 定 四 边 形 相似 ,并 
且 边 85,57,57 分 别 过 给 定点 W，N, P. 根据 定理 4, 每 个 这 
样 的 四 边 形 255 万 的 顶点 工 在 某 个 圆 5 上 《〈 这 个 圆 不 难 作 

出 ; 为 此 只 须 找 出 4 的 三 个 位 置 ). 5 与 给 定 的 圆 8 的 任意 一 
个 交点 都 可 以 作为 所 求 四 边 形 的 顶点 4[ 参 看 Cb) 的 解 ]. 本 题 
可 以 有 两 个 解 , 一 个 解 或 无 解 ; 若 5 与 S 重合 , 则 解 不 定 . 

”56. 考虑 所 有 这 样 的 直线 1，, 它 使 得 44,4s,ls 在 1 上 截 得 的 = 

线段 48 和 BC 之 比 有 给 定 的 值 . 选取 直线 44 上 任 一 点 ,我 们 可 
以 作出 7 ( 见 $ 1 中 问题 1). 直线 1 上 使 得 线段 4B,8C,6D 有 
给 定 比 的 点 5 落 在 一 直线 m 上 ( 见 定理 3), 通过 找 出 万 的 两 
个 位 置 ,直线 m 容易 作出 来 .m 与 4 的 交点 在 所 求 的 直线 上 上 . 
剩 下 的 部 分 只 须 用 题 1 的 解答 中 所 指出 的 作法 来 完成 . 若 m 
/4 , 则 本 题 无 解 ;车 m 与 14 重合 , 则 解 不 定 [ 参 看 问题 55(a) 
的 解 ], 

”57. 当 角 a 改变 时 ,和信 4' B' 0' 改变 但 仍然 保持 与 自身 ( 因 
而 也 与 A48c) 相似 . 它 的 边 总 过 某 些 固定 点 , 苑 人 48C 各 边 
的 中 点 .所 以 A4 B' C' 的 每 个 点 (特别 是 它 的 高 的 交点 , 它 的 
角 平分 线 的 交点 和 它 的 中 线 的 交点 ) 描 出 一 个 圆 . 题 中 的 第 二 
个 断言 可 以 由 A4 BC' 的 所 有 位 置 ( 包 括 人 45C, 它 对 应 于 值 
a 二 0) 的 旋转 中 心 0 与 A4Bc 外 接 图 中 心 重 合 这 一 事实 得 出 . 
为 了 弄 清 这 一 点 ,只 需 注意 当 co 一 90" 时 , 我 们 所 考虑 的 那些 
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直线 都 过 同一 点 0. 

58. (a) 车 八 KLM 以 这 样 的 方式 变化 : 保持 与 它 目 身 相 
似 , 并 使 它 的 顶点 玉 , 工 ,M 分 别 在 和信 4BC 的 边 BC ,C4, 4B 上 渭 
动 . 则 入 KLM 的 所 有 位 置 有 一 公共 旋转 中 心 0, 它 落 在 圆 
Si,Ss,Ss 上 [ 见 定理 3 的 证 明 , 特别 是 图 54 (a)]. 所 以 这 三 个 
圆 过 同一 点 0( 图 121). 
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(b) 命 O01,0,,0s 分 别 是 圆 Si, Ds, Ds 的 中 心 ， 并 命 0O 是 这 
些 圆 的 公共 点 (图 121). 由 于 四 边 形 4LOM 内 接 于 圆 , 我 们 有 
了 AMO 十 /ALO= 二 180", 因而 有 AMO = Cro. 类 似 地 ， 
LCLO= 人 BKO. 但 是 从 等 式 人 A4MO 二 了 BKO= LCLO 可 得 ， 
A0.0= /BOO= .ACOO0.,. 所 以 人 004， 人 00.5， 人 00:0 
全 都 彼此 相似 , 从 而 人 Aoios0 可 以 由 人 4BC 经 过 中 心 为 0, 转 
角 为 <0.04 ,相似 系数 为 OOvVo4 的 螺旋 相似 得 到 . 

59. (a) Ad45C 是 由 人 48C 经 过 绕 0 点 旋转 某 ac 角 得 
到 的 . 由 此 可 知 人 454,= /464 = 404,==a， 即 点 4， 
41,B,C6 , 0 位 于 一 个 圆 上 (图 122). 同 理 可 证 五 个 点 8， 
B,4,C， 0 在 一 个 圆 上 , 并 且 五 个 点 C，C4, 互 ,0 也 在 一 个 
圆 上 . 
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图 ”122 
考 虚 由 人 入 ABC 各 边 的 中 点 联 线 构成 的 A4 有 BC 我 们 变 
动 这 三 角形 ,使 它 的 顶点 在 人 A4Bc 的 边 上 滑动 ,并 使 得 它 总 保 
持 相 似 于 初始 位 置 ( 即 相似 于 人 4Bc). 这 个 三 角形 的 所 有 位 
置 有 一 个 公共 的 旋转 中 心 一 一 人 4B'C' ,人 BA'C' ,人 C4’'B 


的 外 接 圆 的 交点 [ 见 问 题 58 (a) 的 解 ], 即 点 0. 现在 假设 变动 
的 三 角形 的 一 个 顶点 是 4，, 命 局 和 CO' 是 它 的 另外 两 个 顶点 . 
则 B' ,0C,A,0 落 在 局 一 个 圆 上 ( 见 定理 3 的 证 明 ). 由 此 可 知 
B' 二 8. 同 理 可 证 顶点 0' =C. . 

(b) 点 0 是 变动 的 三 角形 386 的 不 动 点 , 对 于 这 三 角形 
的 所 有 位 置 , 点 0 必定 对 应 于 自身 . 因为 0 是 A4 Pr C' 的 高 
的 交点 ,可 知 0 也 是 A455 的 高 的 交点 . 

60. (a) 已 是 由 局 经 过 关于 人 4BC 的 两 条 边 的 两 个 反射 
之 和 得 到 的 , 所 以 (与 4 的 夹 角 等 于 三 角形 4BC 的 这 两 条 边 
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夹 角 的 两 倍 ( 见 第 一 册 中 第 43 页 ). 这 样 , 三 角形 7 了 的 各 个 角 
由 从 4BC 的 角 所 诀 定 而 与 上 的 位 置 无 关 . (和 若 人 A4BC 是 直角 三 
角形 , 则 三 条 直线 1 和 中 的 两 条 将 是 平行 的 ， 所 以 l,l2, ls 
不 构成 三 角形 . ) 

(b) 假设 直线 ! 绕 平 面 中 某 点 M 转动 .于 是 三 角形 了 的 
边 总 是 分 别 过 M 关于 人 入 4BC 的 三 条 边 的 对 称 点 WMA 
换 句 话说 , 三 角形 7 以 这 样 的 方式 变动 : 它 总 保持 与 它 自身 
相似 , 并 且 它 的 边 总 过 三 个 定点 . 在 定理 4 的 证 明 中 已 经 证 
得 , 在 这 种 情形 下 三 角形 7 的 每 两 个 位 置 的 旋转 中 心 0 都 相 
间 . 于 是 , 4 过 0 点 ( 亦 即 民 过 点 0 关于 边 4B 的 对 称 点 0' )， 
” 当 且 仅 当 三 角形 7 退化 成 一 点 (在 这 种 情形 下 , 直线 5 和 4 也 
过 0 点 ). 

这 样 一 米 ,我 们 看 到 , 在 一 般 情形 下 ,经 过 给 定点 M 的 直 
线 之 中 仅 有 一 条 直线 !, 使 得 ,l,ls 交 于 一 点 . 车 有 两 条 这 样 
的 直线 , 则 意味 着 所 有 过 M 的 直线 都 有 这 一 性 质 . 现在 命 W 
和 NN 是 两 个 点 ,并 命 !: 和 上 分别 是 过 它们 的 直线 ,使 得 对 应 的 
两 组 直线 li, ls, ls, ts, Ls 分 别 都 交 于 一 点 . 车 H 是 l 与 / 的 
交点 ， 则 对 每 条 过 五 的 直线 , 它 所 对 应 的 直线 ,4i,1s 交 于 一 
点 (直线 ! 与 7 不 能 是 平行 的 , 因为 车 4,4s,1s 交 于 一 点 0, 并 
且 4/7，, 则 直线 ,7,7; 将 平行 于 对 应 直线 4,4,,4s ,并 且 它 们 
与 0 的 距离 等 于 /与 i 的 距离 , 所 以 它们 不 能 交 于 一 点 ). 车! 
过 五 , 则 2 和 所 分 别 过 五 关于 人 A4BCc 的 两 条 边 的 对 称 点 
下 和 Ws. 又 因为 4 与 2 的 夹 角 是 一 定 值 5 见 (a) 的 解 ]， 所 以 
4 与 4 的 交点 P 描 出 一 个 圆 8S( 它 以 线段 1H, 为 弱 , 并且 所 含 
圆周 角 等 于 已 知 角 ). 

这 样 , 我 们 证 明了 存在 一 点 及 , 它 使 得 每 条 过 五 的 直线 
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所 对 应 的 直线 bis bz, ts 交 于 一 点 . 不 可 能 有 两 个 这 样 的 点 a 种 
,否则 过 每 个 点 MN 就 有 两 条 直线 MG 和 MH, 使 得 其 中 的 每 
一 条 所 对 应 的 二 条 直线 ,ls,ls 都 交 于 一 点 .为 了 看 出 妃 是 人 
4BC 的 高 的 交点 和 8 是 这 三 角形 的 外 接 圆 ， 只 需 注 意 对 应 于 
A48C 的 高 的 直线 4,4s,ls 相交 于 人 4BC 的 顶点 . 

(c) 设 上 是 任意 一 条 直线 ，! 是 与 它 平行 且 过 #H 的 直线 . 
直线 ,7s,is 交 于 一 点 P. 如 (b) 的 解答 中 所 指出 的 ,直线 
,los4s 写 P 点 的 距离 等 于 1 与 1 的 距离 , 亦 即 及 到 4 的 距离 . 
这 样 ,三 角形 了 的 内 切 圆 半径 等 于 妃 到 ;的 距离 .因为 所 有 
三 角形 了 彼此 相似 , 由 此 即 知 ? 的 面积 仅 依赖 于 妃 到 :的 距 
离 . 

61. 第 一 种 解法 . 若 从 已 到 人 A4EBC 各 边 所 作 垂 线 的 垂 足 
在 一 直线 :上 , 则 由 7 关于 入 4BC 的 边 作 反射 得 到 的 直线 
la 交 于 点 了 ,这 里 1 是 以 P 为 相似 中 心 ,2 为 相似 系数 ,中 
心 相 似 于 /的 直线 (图 123). 由 此 即 知 P 必 落 在 信 4BC 的 外 接 
贺 上 [并 且 / 必 过 和信 4BC 高 的 交点 如, 见 问题 60(b))]. 

第 二 种 解法 . 分 别 用 入, L,M 表示 P 向 人 4BC 的 边 4B， 
BC, C4 所 作 垂 线 的 垂 足 (图 124). 我 们 证 明 己 是 所 有 这 样 一 
些 三 角形 VM'N' 的 旋转 中 心 , 这 些 三 角形 相似 于 ALAN, 并 
且 它 们 的 顶点 分 别 在 人 4Bc 的 边 BC, c4, 46 上 . 事实 上 , 由 
一 PHM4 一 一 PN4 一 90" 可 知 点 4, M, N,P 在 一 圆 上 , 即 P 在 图 
”AMN 上 . 同 理 可 证 P 在 圆 BNL 和 圆 CLM 上 . 但 是 这 些 圆 的 
交点 也 就 是 所 求 的 旋转 中 心 [参看 问题 58(a) 的 解 ]. 

进一步 , 如 在 图 124 中 所 表示 的 情形 , 因为 人 4PN 和 
一 4MN 是 同 弧 所 对 的 圆周 角 ,NPB 和 人 NLB 也 是 同 弧 所 对 
的 圆周 角 , 所 以 
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图 2 图 124 . 
LAPB= /APN++ /ANPB= /AAMN+ /NLB. 
但 是 ， 
AAMN= AMCN- /MNO, 
LNLB= /NCB— LLNO, 
所 以 有 
LAMN+ /NLB 
~ (AMCN+ LANCB)- (MNC— /LNO) 
= AMCB+ /AMNL. 
比较 这 个 等 式 与 前 面 的 等 式 , 我 们 得 到 
APB= /MCB+ /AMNI. 
利用 这 个 等 式 我 们 可 以 证 明 题 中 的 断 语 . 事实 上 , 若 P 
点 在 人 人 456C 的 外 接 加 上 , 则 4PB 二 人 4CB, 并且 人 MNL=0°， 
即 点 M,N, 工 在 一 直线 上 (图 124). 反之 ,车 点 M,N, 工 在 一 
直线 上 , 则 人 MNL==0°, 并 且 和 4PB 二 人 40B, 因此 点 PP 在 过 
A4,B,C 的 圆 上 . 
62. (a) 设 2， 4 4 4 是 给 定 的 四 条 直线 . 作 分 别 由 直线 
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ti, las 和 4, ls ls 
构成 的 两 个 三 角形 
的 外 接 圆 .用 P 表 
示 这 两 个 圆 的 (与 
直线 2 和 4 的 交点 
不 同 的 ) 交点 (图 
125). 从 P 作 直 线 
i, ls， Ls， 的 三 线 . 
命 Mi，M,,，M;:,M， 
是 这 些 垂 线 的 告 
足 , 由 问题 61 的 结 1 图 ”125 

果 , 点 M1，M,，M; 在 一 直线 上 ,点 Mi，M，， M, 也 在 一 直线 上 . 
因而 这 四 个 点 落 在 一 直线 上 . 再 由 问题 61 可 知 , 仪 当 P 在 由 
li,4ss4s 构成 的 三 角形 的 外 接 贺 上 时 ，M'1,M;,M, 能 在 一 直线 
上 . 同 理 可 证 ,P 在 由 4s,is,4i 构 成 的 三 角形 的 外 接 圆 上 . 

(b) 用 图 58 中 的 记号 , MP 4B (因为 MPA 与 人 MPB 
所 对 的 弧 是 半圆 ). 同 理 有 WQ@L4C 和 MRLBC, 因而 P,Q, 
是 从 人 45C 外 接 圆 S 上 的 点 玉 向 这 三 角形 的 各 边 所 作 垂 线 
的 垂 足 . 

(c) . 设 4BCD 是 内 接 于 圆 的 四 边 形 , 4B==a, BC 二 5, CD 二 
c,DA 二 d, 4C 一 ,8BD 一 帮 图 126). 了 从 DD 分 别 癌 三 角形 4BC 的 边 
AB, BC ,Ch 作 垂 线 DR, DS, DT. 由 前 一 问题 的 结果 , 这 些 垂 线 
的 垂 足 R, S$, 7 共 线 . 显然 , 四 边 形 47DR 有 外 接 圆 , 线段 4 
是 这 个 圆 的 直径 . 由 此 可 得 : 

TR= ADsin /TDR = dsin /TDE. z 
但 是 人 TDR== 人 B4C( 这 两 个 角 的 边 相 互 王 直 ) ， 考 处 三 角形 
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ABCEH, sin < BAC= BC/2r= 6b/27, 
其 中 7 是 四 边 形 4BCD 外 接 贺 
的 半径 . 于 是 我 们 得 到 

bd 


2 
TR = d37 = gr 


用 完全 类 似 的 方法 , 我 们 得 到 关 


ac ei 
TS = 27， RS = 9 
”又 由 于 点 R,5S,7 在 一 直线 上 ( 见 
图 126 图 126) ,我 们 有 


RT TS = RS, 
也 就 是 有 : 
人 
用 27 习 这 个 等 式 两 边 , 得 到 
bg 二 ac = ef， 
这 就 是 所 要 证 的 . 
63. 由 给 定 的 四 条 直线 构成 的 四 个 三 角形 的 外 接 圆 交 于 
一 点 PC 问题 35, 62 (a)). 从 P 向 直线 50 所 作 垂 线 的 垂 
足 在 一 直线 m 上 (参看 问题 61). 所 考虑 的 四 个 三 角形 的 高 的 
交点 万 已 昌 ,,， 日, ， 以 P 为 相似 中 心 , 2 为 相似 系数 ,分 别 
中 心 相 似 于 直线 PH,,PH,,PHs,PH, 和 直线 w 的 交点 ( 见 问 
题 61 的 第 一 种 解法 ). 因此 它们 也 在 一 直线 上 ,这 直线 平行 于 
m, 并 且 经 过 点 了 关于 mr 的 对 称 点 P'. 
64. 用 4 和 B 表 示 圆 8, 和 5; 的 交点 ; 用 P 和 @ 分 别 表示 
直线 MB 与 圆 5S, 和 S, 的 交点 (图 127). 因为 从 点 M 到 两 个 给 
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定 圆 的 切线 长 度 之 比 m/r 已 给 定 ,我 们 也 可 以 把 比 
MP MP MB mm 


MO MG MB nn’ 
认为 是 已 知 的 . 从 这 个 等 式 我 们 看 出 , 若 m==w, 则 点 P 和 《% 重 
合 , 因 而 M 在 直线 4 AB s 上 . 所 以 下 面 我 们 将 假设 mn 

现在 考虑 M 
人 人 40P. 当 Mi / 
移动 时 , 它 要 
改变 但 是 
作 4P8 保持 不 
变 , 因为 它 总 
是 对 着 加 5， 
上 的 定 绝 . 
/AQP = 180° 
一 一 46@5 也 保 图 127 
持 不 变 , 这 是 因为 二 48B8 总 对 着 圆 S$。 上 的 定 弧 , 因此 三 角形 
49P 总 保持 与 自身 相似 . 三 角形 的 顶点 4 不 动 , 而 P 描 出 圆 
S51 ,因此 点 M (在 三 角形 的 边 8P 上 ,并 且 使 得 MP/MQ 一 m?/ 
zn ) 也 描 出 一 个 圆 5, 5S 可 由 $1 经 过 以 4 为 中 心 , 转角 为 
全 PAM ,相似 系数 为 4M/ 4P 的 螺旋 相似 得 到 

显然 , 圆 8 过 点 4. 我 们 现在 证 明 它 也 过 点 8. 为 此 只 要 
在 圆 S 上 找 一 点 C, 使 得 人 人 C48 二 人 PAM, 因为 人 4CB = 
4PMN,A 人 40CB 和 八 APM 必定 相似 (于 是 4C/4B== 4P/A4M) ,所 
以 上 面 所 述 的 螺旋 相似 把 C 变 到 8. 

所 求 的 轨迹 现在 可 以 用 如 下 方法 作出 : 过 圆 5 与 5, 的 交 
点 4 和 和 B 之 一 引 任 意 一 条 直线 分 别 交 Si 和 5， 于 P 和 2. 在 这 
直线 上 取 一 点 MM, 使 得 MP/MQ = 二 mm*/n*: ,这 里 m/n 是 给 定 的 
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切线 长 度 之 比 . 过 4,B, 的 圆 (更 确切 地 说 ,这 个 圆 在 8, 和 5， 
之 外 的 弧 ) 即 为 所 求 的 轨迹 . 

65. 所 有 这 样 的 人 4 BC' 与 A4BC 有 共同 的 旋转 中 心 
0, 并 且 圆 48 C' 与 圆 B4C 的 一 个 交点 和 0 重合 ( 见 定理 3 的 
证 明 ). 剩 下 仅 须 考虑 当 4 ,B ,C' 是 A4BC 的 各 边 中 点 时 ,人 
4 Br' 0' 的 这 个 特别 位 置 . 


图 128 : 


66. (a) 因为 Qi 是 人 4BC 与 人 人 4BiIC， 的 旋转 中 心 ， 我 们 
有 ( 见 图 128) 
404 一 POP 一 COC，， 


04_ 0 OC Cx*) 
OA OB: O01 


所 以 三 角形 40141, BO1B1,COiC ,彼此 相似 . 因此 
/0.4B= /0BC = /004h. (x x) 


同 理 可 证 
/0BA= /L080B= 人 0,4C. (xx¥x) 
反之 , 若 点 0: 使 条 件 (* x ) 满足 , 则 它 是 人 人 46C 的 第 一 旋转 
中 心 . 事实 上 , 过 0, 引 三 条 直线 0,4,0:B,,0C， 使 它们 分 别 
交 人 入 4BC 的 边 于 41,B1,0,， 并 与 这 些 边 构成 等 角 . 三 角形 
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404B0B CoC 是 相似 的 (由 于 对 应 角 相 等 )， 所 以 条 件 
C(x) 满足, 且 0 是 八 4BC 和 人 A 人 4BC 的 旋转 中 心 , 即 0, 是 
A4BC 的 第 一 旋转 中 心 . 用 同样 方法 可 证 , 若 条 件 (x x x*) 
满足 , 则 点 0; 是 和 信 4BC 的 第 二 旋转 中 心 . 

现在 我 们 证 明 L048 = 人 0s4C .为 此 , 分 别 作 直线 
AO01,B801,C0; 关 于 角 4, B,C 的 平分 线 的 对 称 直线 , 我 们 来 证 
明 所 得 的 三 条 直线 交 于 一 点 01. 用 mm, ww, 了 了 分别 表 示 0, 到 二 
角形 4BC 的 边 4B, BC, C4 的 距离 . 直线 40, 是 与 三 角形 的 边 
48B 和 4C 的 距离 之 比 为 m :7 的 点 的 轨迹 (图 128). 同样 ,BO， 
关于 一 B 的 平分 线 的 对 称 直线 是 到 54 和 BC 的 距离 之 比 为 
n:m 的 点 的 轨迹 ，C0' 关于 一 C 的 平分 线 的 对 称 直线 是 到 
cA4 和 CB 距离 之 比 为 zn: 7 的 点 的 轨迹 . 由 此 即 知 ,所作 三 条 
直线 中 后 两 条 直线 的 交点 01 到 边 48B 与 4C 的 距离 之 比 为 
7 : m, 亦 即 01 属于 所 作 三 条 直线 中 的 第 一 条 . 

从 点 01 所 满足 的 条 件 (* x ) 可 知 , 0' 满足 等 式 

/0BA= /O00CB= /O04C. 
(因为 0.4B== 了 04C，0BC = 018A, 人 /0.04= 
人 0.CB). 所 以 0 与 人 4BC 的 第 二 旋转 中 心 0, 重合 ,因而 
04B = /0,4C. 

(b) 命 0 同 时 是 和信 4BC 的 第 一 和 第 二 旋转 中 心 ( 图 129)， 
因为 0 是 第 一 旋转 中 心 , 我 们 有 oO45=~OBC= 一 0Oc4; 因为 
0 又 是 第 二 旋转 中 心 , 我 们 又 有 0OB4== 人 008== 人 04C. 由 此 
立即 得 到 4 二 人 B= 人 C0, 即 人 4BC 是 等 边 三 角形 . / 

(c) 这 里 最 方便 的 证 法 是 用 下 面 问题 68 的 结果 . 由 这 些 
结果 ,全 等 三 角形 41.8.C, 和 4,8B0; 的 外 接 圆 心 01 和 0; 重合 (在 
图 130 中 这 些 中 心 与 0' 重合 ). 因为 A4iBiC, 是 由 八 4BC 经 
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图 129 图 130 

过 以 0, 为 中 心 ,转角 为 %, 相 似 系数 为 某 个 天 的 螺旋 相似 得 到 
的 ,我 们 有 和 0' 00 = 二 a，010' /100 = 二; 因为 人 4:BsC。 是 由 
和信 4BC 经 过 以 0; 为 中 心 , 同样 的 转角 a (因为 4.B, 和 4:B， 与 
48 构成 等 角 ) 和 同样 的 相似 系数 (因为 A4iBiC 和 八 4,BsC， 
全 等 ) 的 螺旋 相似 得 到 的 ,我 们 有 一 0' 0:0 = 4,00' /020 = 上 . 


由 此 即 知 人 0,00' 与 Ao:00' 相似 ， 又 因为 它们 有 一 公共 边 
00' ,它们 必定 是 全 等 的 ,所 以 00, = 00:. 

注意 从 A 人 0.00' 与 0,44! 相似 可知， 人 0,00' = 
人 人 01441， 从 而 人 0100, 一 2p ,这 里 gp 是 L0,4B， 人 O01BC， 
/OC0A, /OAC, /00B, 辽 02B4 的 公共 值 . 结合 (d) 的 结 
论 , 可 知 00: 委 00 = 0:0 (并 且 等 号 仅 对 等 边 三 角形 成 立 ， 
这 时 所 有 三 个 点 01,0,, 0 重合 ). 

Cd) 这 个 定理 的 证 明 将 用 到 问题 70 中 的 图 形 ( 见 图 
137). 让 我 们 用 外 接 圆 半径 R 和 角 9 来 确定 乘积 40。 0 
二 B01*0.B' 一 CO 0C' .由 和 人 40C 和 A4' BO, 相似 [ 见 
问题 70 (b)] 容易 得 到 


从 而 有 . 
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40。0D4 一 4C »。A!B. 


又 因为 AC' 一 A'B 二 29 ,我们 有 40' =4 B= 二 2Rsing. 于 是 有 
AO1» 0.4’' = 4R’sin’g. 
在 男 一 方面 ( 见 图 137), 有 
40。04 二 MO » ON = (R— 00) (BR + 00) 
— RR 00 二 Raz 
由 此 可 知 
R'sin’p < R’, sinp 志方 ， p 30°, 


而 且 仅 当 O, 与 0 重合 (00,==0), 即 八 4BC 是 等 边 三 角形 时 
有 yp 一 30"[ 见 问题 中 (ec) ,(b)]. | 
67. 要 使 01 是 和信 4BC 的 第 一 旋转 中 心 ,必须 而 且 只 须 
0.4B= /OBC = /O00CA. 
现在 假设 第 一 旋转 中 心 已 找 
到 , 作 张 在 线段 4B .并且 过 
1 Oo 的 圆 弧 (图 131). 因为 
AO4B 一 0OBC， 可 知 
ouBc 等 于 圆 弧 B0, 的 度 
”” 量 的 一 半 , 所 以 直线 BC 与 
1 过 635，0 ,4 的 圆 相 切 . 同 理 
可 证 人 ABC 的 边 CA 和 4B 
分 别 与 过 B,C,，0, 的 圆 和 过 
Cc, 4，0, 的 圆 相 切 . 所 以 入 
131 z ABC 的 第 一 旋转 中 心 0, 可 
以 作为 这 样 两 个 圆 的 交点 作出 来 ;一 个 圆 过 4 和 B 并 与 边 BC 
相 切 , 另 一 个 过 B 和 0C 并 与 边 C4 相 切 . 第 二 旋转 中 心 可 用 类 
174 


~、 上 


” 似 的 方法 作出 . 

68. (a) 三 角形 4， 

B, C 可 由 三 角形 4BC 

先 作 一 个 绕 点 01 ,转角 

为 40, 4 的 旋转 , 再 作 

图 132 一 个 系数 为 O14A1/014 

的 中 心 相似 得 到 ， 所 以 直线 4B 与 41B 的 夹 角 等 于 和 40 4 

(图 132)， 同 理 可 证 直线 4B 与 42B。 的 夹 角 等 于 . ZAO0sAz,. 于 
是 由 本 题 的 条 件 我 们 有 

了 404 一 /AO,A,. 

但 是 由 问题 66 (a) 可 知 人 O44: 一 人 0s44,. 因此 人 404, 与 

八 40,4; 相似 ,从 而 有 


Oi4 _ 0,4, 
O04 0.4’ 


即 信 4BC 与 人 4,B,C, 的 相似 系数 等 于 八 4BC 与 人 4,Bs0, 的 相 
似 系 数 . 由 此 即 知 人 A4BiC, 与 八 4,8B20; 全 等 . 

(b》 我 们 来 证 明 B2C 
BC (图 133). 由 问题 66 (a) 
和 68(a) 的 解 可 知人 C015C， 
和 和信 B OB 相似 ,所 以 有 


C0! CO， 
BB:, BO, 


又 由 问题 66(a) 可 知 01.04 
一 人 0:84,OM4C = 人 0,4B ,所 以 入 C0,4 与 人 BO.4 相似 ， 
因而 


CO _ 4C 
BO, AB' 
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于 是 我 们 有 


这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 Cs4 /CA 和 4,Bi// 4B. 
我 们 进一步 证 明 直 

线 414, 有 反 平 行 于 人 4BC 

的 边 5C. 由 入 4014, 和 

人 40:4。 相似 ,我 们 有 


AA! O14 
AA, 0,.4' 
又 由 Aco4 与 八 B0,4 
相似 ,我 们 有 
O04 AC 
Os.4 AB' . 图 134 
比较 所 得 到 的 两 个 比例 式 , 可 得 
44，_ 4C 
AA, AB 


由 此 可 知 人 444: 和 人 和 八 4C8 相似 ,因而 直线 4,4, 反 平行 于 Bc. 
用 同样 方法 可 证 B,8, 反 平行 于 C4, C1C; 反 平行 于 48. 

(c) 考虑 四 边 形 B.C1418;. 在 这 四 边 形 中 , 因为 人 4,BiC， 
与 人 ABC 相似 ， 所 以 了 BCi4 一 一 C ; 有 娘 外 ， 一 4BsB 一 180* 
一 一 Bi6:8《〈 见 图 134). 但 是 因为 B18, 反 平行 于 入 4BC 的 边 
C4, 我 们 有 BBB= AC ,因而 

LBCA A/ ABB,=— 180°. 

由 此 可 知 ，B; 在 A4:BC, 的 外 接 圆 上 . 用 同样 方法 可 证 

C: 和 4; 也 在 这 个 圆 上 . 
69. (a) 由 于 在 直角 三 角形 440,，BBO 以 及 Ceio 中 ， 
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01441， 了 01BB,， 人 O010C 1 都 相等 [参看 问题 66(a)]， 可 见 这 
些 三 角形 全 都 相似 (图 135). 所 以 4041 二 BOB 一 
人 人 COIC1， 并 且 0O47/04 = 一 0OB/0B =0OC/OC 这 就 是 说 
和 A4BiC 可 以 由 和 4BCc 经 过 一 个 以 0 为 中 心 的 螺旋 相似 得 
到 .因而 人 4B5C 一 人 4BC . 同 理 可 证 人 人 4.6, 一 人 4pBC ， 


图 135 


”直角 三 := 角形 44:O, 和 44.0, 是 相似 的 [ 见 问题 66 (a)] ， 所 
以 ，A4Bc 旋转 到 人 4iBiC, 所 转 过 的 角 4014 与 人 A4BC 旋转 = 
到 人 4:BsC。 所 转 过 的 角 40,4, 相等 . 因而 直线 4B 和 4:B。 与 -. 
48B 构成 的 角 也 相等 .又 A4B8C， 和 人 4:5:C, 都 内 接 于 
全 4BC, 于 是 , 对 于 A4BC 和 和 人 4:5:Cs 问题 68 中 的 条 件 满 
足 . 因此 ,问题 68 的 全 部 结论 可 应 用 于 这 两 个 三 角形 . 

从 人 0100' 与 人 A044, 的 相似 性 , 我 们 有 0.0'0= 
了 01414 一 90° ,这 里 的 人 0100' 是 问题 66 (ce) 的 解答 中 所 考 
虚 过 的 三 角形 ( 见 图 135). 由 此 即 知 和 俯 41B.0,/ 和 入 4sBC; 的 外 
接 圆 的 公共 中 心 0' 是 0.0; 的 中 点 . 

(b) 设 八 4.B,C, 的 各 边 分 别 平行 于 三 角形 4BC 的 各 条 

若 它 的 顶点 依次 落 在 八 4BC 的 边 上 (如 图 136 所 示 ) ,这 时 
418, 可 以 平行 于 高 CF 或 高 BE (但 不 能 平行 于 高 40! ). 苦 
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4B,ACP , 则 4C,N 
BE ; 若 41B,/ BE,， 
则 BJC1,/CF， 所 以 
有 两 种 可 能 方式 在 给 
定 三 角形 4BC 中 作 
内 接 三 角形 , 使 得 它 
的 各 条 边 分 别 平 行 于 
三 角形 4BC 的 各 条 高 , 即 有 两 个 这 样 的 内 接 三 角形 [ 见 问 题 9 
(b)]. 在 图 136 中 ,这 两 个 三 角形 分 别 用 4,B,C, 和 42B:C。 表示 . 
它们 都 相似 于 和信 4BC (我 们 用 相同 的 字母 表示 它们 对 应 的 顶 
点 ). 容易 看 出 , 它们 满足 问题 68 中 的 所 有 条 件 , 因此 这 两 个 
三 角形 全 等 [ 见 问题 68(a)]. 

现在 考虑 四 边 形 41B4:B，. 因为 有 AB; = A,B,, A,B, AN 
4:B, 和 4:B, | Bi4s， 所 以 这 四 边 形 是 矩形 ,因此 它 的 两 条 对 
角 线 相等 并 且 被 它们 的 交点 所 平分 . 用 同样 的 方法 可 证 线段 
B,B, 和 C1Cs 相等 并 且 被 它们 的 交点 平分 . 所 以 联结 人 4BiC， 
和 人 4:B:0, 对 应 顶点 的 三 条 线段 都 相等 , 并 且 被 它们 的 公共 
交点 所 平分 . 这 个 公共 交点 就 是 A4BIC 和 和 A4:B:C, 的 公共 
外 接 圆 的 中 心 5 见 问题 68(c)]. 

70. (a) 用 mw 表示 一 4 4B 的 大 小 . 因为 

A'AB= /BBC= /0'CA= vy, 


我 们 有 B4 =CB =4c 一 29 .因而 人 C'h'Br 是 由 人 
ABC 经 过 绕 外 接 圆 圆心 0 旋转 一 个 2w 角 得 到 的 (图 137). 
(b》 例 如 ,对 人 40C' 我 们 有 


~、 ~、 一 站 
4C' 十 C4 BF4' 十 C4 
2 2 


人 


LOIC = = LBAC, 
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Le 401 一 全 有 上 34 一 生机 4 -人 轰 - 4cB， 
所 以 A40C' 与 A48C 相似 . 对 剩 下 的 五 个 三 角形 ,证 明 是 类 
似 的 . 

71. 联结 人 4Bc 的 第 一 旋转 中 
心 0 和 这 三 角形 的 各 个 顶点 (图 
138). 点 MM 落 在 八 4B0,,， 信 BC 0 
和 人 入 C4 0, 的 某 一 个 之 中 . 例如 , 若 
M 落 在 人 A45 0, 内 (或 在 它 的 边界 
JN 上 ) (图 138),， MAB 寺 人 0 AB 过 
30° [ 见 问题 66 (d)]. 类 似 地 可 证 

0 /MAC, ~/ MCB, /MBA 之 中 至 少 

图 137 有 一 小 于 或 等 于 30。 (与 A ABO1， 

A BCO，A^ C40 类 似 ， 必 须 考虑 入 AC O02,ACB OA 人 AB4O，， 
这 里 0? 是 和 4BC 的 第 二 旋转 中 心 )， 

事实 上 ,从 证 明 可 知 ， 
MAB,，AMBC，/AMCA 中 至 
少 有 一 个 总 是 严格 小 于 30° 
的 , 只 有 当 入 4BC 是 等 边 三 角 
形 , 并 且 M 是 它 的 中 心 时 是 唯 
一 的 例外 情形 (在 这 种 情形 图 138 
/MAB= /MBC= /MCA = 30°). 

72.(a)，(b) 命 了 是 A44:.D, 和 人 和信 4143D; 的 外 接 圆 的 交 
点 ， 并 且 它 不 是 4, 点. 用 Di， Ds, 和 D， 分 别 表示 AD: D.D, 的 各 
个 角 , 我 们 有 (图 139) 

/AVA,= LD,, 
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图 139 
. /AYA,= 180° 四 DD:;, 


因而 有 
AWVAs= AAWVA— /AW A 
=180°— /Dp,— LDs= LD 
所 以 人 4:4:D, 的 外 接 圆 也 过 下 . 
注意 , 由 旋转 中 心 的 作法 [ 见 图 30 (b)) 知道 ， 0, 在 
人 4s4sD， 0 0; 在 和 人 44:D， 的 外 毛 间 上 ， 0; 在 
公共 点 pr | 
现在 用 0 表示 直线 D20; 和 Ds0， 的 交点 于 是 我 们 有 ( 见 
图 139) 
LOWOs= LDOW + LDOW 一 了 000 
(为 了 证 明 这 个 等 式 , 只 需 用 对 和 角 线 UY 把 四 边 形 OO: 分 
成 两 个 三 角形 , 并 且 对 这 两 个 三 角形 应 用 外 角 定 理 ). 因为 点 
DO ,了 ，4: 在 一 圆 上 ,我们 有 
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DOW = 180° — AD,AW. 


类 似 地 有 
DOW = 180° 一 /DAw. 
由 此 可 得 
DOW + /DO = 180°.. 
所 以 有 


LOWOs= 180° — LOO0s, 
亦 即 点 0,,0; ,UV,V 在 一 个 圆 上 . 

命 了 表示 人 B5:D: ,人 B,B:D ,人 B:B:D 的 外 接 圆 的 公共 
交点 . 和 前 面 一 样 ,我 们 可 以 证 明 0:,0: ,7, 了 在 一 个 圆 上 . 由 
此 即 知 五 个 点 0,,0， ,VY， 玉 ,UV 在 一 个 贺 上 . 同 理 可 证 点 
01,0sV ,六 在 一 个 加 上. 由 两 个 四 点 组 0;,0s,V ,VP 和 0:,0，， 
V,V 都 各 自 落 在 一 个 贺 上 这 个 事实 ,我们 知道 这 两 个 圆 必 定 
彼此 重合 , 并 且 与 图 形 F,,F,,F, 的 相似 圆 重 合 . 这 就 完成 了 
Cb) 的 证 明 . 此 外 , 我们 知道 DzD。 和 D30; 的 交点 也 在 这 圆 上 ， 
换 句 话说 ,直线 D0, 经 过 直线 D30; 与 图 形 F,,F,,f, 的 相似 贺 
的 交点 U( 它 不 同 于 0:); 用 同样 方法 可 证 直线 DO, 也 过 同一 
点 二 ,这 就 完成 了 (a) 的 证 明 . 

(c) ,首先 假设 人 Di Dy Dy 的 边 平行 于 它 在 人 D1D2D; 中 
的 对 应 边 (图 140). 由 0, 是 图 形 fF, 和 Pa 的 旋转 中 心 容 易 得 
出 : 0; 到 直线 D4 Dy 和 Dv Dy 的 虐 离 与 0; 到 DsD, 和 D,D; 的 
距离 成 比例 . 由 此 可 知 Dy 在 直线 6:D: 上 . 用 同样 方法 可 证 
Dy 在 直线 02D, 上 ,DY 在 直线 0,D, 上 . 注意 到 (a) 的 结果 ,我 
们 知道 DDY ,DDy ,Dspy 交 于 同一 点 0,， 显然 0 是 
ADD:D: 和 人 Apv Dy Dy 的 相似 中 心 , 并 且 它 在 图 形 F,,F,,F， 
的 相似 圆 上 . 
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图 140 


现在 假设 人 Dy Dy Dy 的 边 不 平行 于 它 在 人 DiDsD, 的 对 
应 边 . 设 4B 和 A101,4sB， 和 4s,4:p 和 4Cs 是 图 形 
RF.,Fs,F; 中 的 三 对 对 应 线段 ; 命 DD2D 和 Dv Ds Dy 是 两 个 三 角 
形 , 它们 的 边 分 别 在 直线 41B1, AB。,4sB， 和 直线 4C，42C。， 
ACs 十 [ 见 正 文中 图 63 《c)]， 因为 图 形 F, 中 直线 4B 和 4iC， 
的 夹 角 等 于 图 形 F, 中 对 应 直线 4.B, 和 4C, 的 夹 角 , 也 等 于 图 
形 Ff; 中 对 应 直线 4;B; 和 4C; 的 夹 角 ， 所 以 ADDpsps 与 
和信 Di Dz Dy 相似 . 人 DiD:Dp, 和 入 Ds Dz Dy 的 旋转 中 心 在 过 三 
个 点 D,Dy ,4: 的 圆 上 (人 参看 两 个 图 形 的 旋转 中 心 的 作 图 ). 但 
是 因为 人 Ds41Ds = 二 人 Di4sDy ， 所 以 这 个 圆 也 过 4;. 于 是 
和 ADDp:p: 和 八 D! Dy Dy 的 旋转 中 心 在 八 4142D; 的 外 接 加 上. 
类 似 地 , 这 旋转 中 心 也 在 八 4.4;D, 和 人 入 4,4sD. 的 外 接 圆 上 . 
由 (b) 可 知 这 些 圆 的 交点 在 图 形 F,,7,, 7 的 相似 加 上 [参看 
图 63(c) 和 图 63(b)]. 
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图 141 
73. (a) 设 l,l2,ls 是 图 形 FTF, hs 的 三 条 对 应 直线 ， 它 


们 交 于 一 点 W; 设 ly 是 图 形 中 平行 于 六 的 直线 ，4y 和 44 
分 别 是 图 形 F 和 ,中 对 应 于 4 的 直线 , 并 设 六 DiD, 是 由 直 
线 4,L,4; 所 构成 的 三 角形 (图 141). 显然 /ls /4s. 因为 
0; 是 F, 和 ,的 旋转 中 心 ，0; 到 4 和 4 的 距离 与 0; 到 丸和 
的 距离 成 比例 . 由 此 可 见 直 线 0.D, 经 过 W 点 . 同 理 可 证 直线 
0sDs 和 0.D, 也 过 WW. 剩 下 部 分 的 证 明 只 须 应 用 问题 72 (a) 的 
结果 . : 

(b) 首先 注意 人 DD2D; 的 角 D， (图 141) 不 依赖 于 直线 . 
,lzsbs 的 选取 , 它 是 把 F, 变 到 Ps 的 螺旋 相似 的 转角 . 此 外 ， 
从 点 01 到 直线 4 和 4 的 距离 之 比 不 依赖 于 这 些 直线 的 选取 ， 
它 等 于 图 形 Ps 和 Ps 的 相似 系数 . 由 此 可 知 0,D1D; 和 
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0ODiDs 有 定 值 . 现在 若 J 和 J， 分 别 是 1213 与 Fi,F,Fs 的 相 
似 圆 的 交点 ， 则 人 OWJ,==180° 一 ODDs 和 OWJ,= 


LOWDDs， 所 以 0, 与 0; 都 有 定 值 , 因而 /和 v, 不 依赖 于 
直线 4,4s,ls 的 选取 . 同 理 ，/ 也 与 图 形 Pi,Ps,Ps 的 相似 圆 相 
交 于 一 个 定点 已 . 

我 们 留 给 读者 自己 去 证 明 ; 反 过 来 , 车 U0 是 Pi,Ps,Ps 的 
相似 圆 上 的 任意 一 点 ， 则 直线 DJ,Vys Vs 是 这 三 个 图 形 中 
的 对 应 直线 . 


《9 0b) 
图 142 
74. (a) 命 B' 是 8 关于 直线 i 的 对 称 点 [图 142 (a)). 若 
X' 是 :上 任意 一 点 , 则 有 
AX' 十 B= AX’ 十 X'B'. 
所 以 当 4X' 十 BX' 最 小 时 , 亦 即 当 X 是 4B' 和 /的 交点 天 
时 ,4X' 十 BX' 最 小 . 
(b》 命 B 是 巨 关 于 直线 :的 对 称 点 [图 142 (b)]. 若 已 
“是 :上 任意 一 点 ; 则 4X’ 一 BX' 之 4B'. 因为 4X' 一 BX' 一 
4X' 一 BX' ,所 以 当 X' 是 4B' 和 1 的 交点 义 时 , AX' 一 BX 
最 大 . . 
“75. (a) 第 一 种 解法 . 命 PXY 是 内 接 于 和信 4BC 的 任意 三 
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角形 , 它 的 一 个 顶 
点 是 P. 将 人 4BC 
和 人 入 PXY 作 关 于 
直线 BC 的 反射 ， 
”得 到 三 角形 4 BC 
和 内 接 于 它 的 
入 P' XY' ， 对 所 得 
的 三 角形 再 作 关 于 
直线 C4 的 反射 
(图 143). 用 图 143 
中 的 记号 , 因为 
XY 一 XY'! ,YP 二 了 ?YP”",， 所 以 作 PXY 的 周 长 等 于 折线 
PXY' P" 的 长 度 . z 

有 两 种 可 能 的 情形 . 若 线段 PP 与 直线 BC 的 交点 在 B 
和 0C 之 间 (因而 PP' 与 直线 C4' 的 交点 在 C 和 4 之 间 ), 则 
PP"' 将 比 任 何 折线 PXY' P" 短 , 因而 所 求 的 三 角形 已 经 找到 
《 即 图 143 中 的 人 PMN, 其 中 必 是 PP' 与 BC 的 交点 ,NN 是 点 
N' 关 于 直线 BC 的 对 称 点 ,而 N' 是 PP ' 与 C4' 的 交点 ); 若 线 
段 PP "与 直线 BC 交 于 线段 BC 之 外 , 则 最 短 折 线 PXY'P' 是 
使 X 和 Y' 与 C 重合 的 那 一 条 折线 . 在 这 种 情形 下 , 所 求 的 三 
， 和 角形 退化 成 被 描 了 两 次 的 线段 PC. 

剩 下 还 要 说 明 这 两 种 情况 中 的 每 一 种 在 什么 时 候 出 现 . 
为 此 , 注意 八 4'B'C 是 由 和信 4BC 经 过 一 个 绕 点 C 转角 为 
2 人 LC 的 旋转 得 到 的 (因为 A4 B"'0' 由 人 入 4BC 连续 作 关 于 直 
线 BC 和 C4' 的 两 次 反射 得 到 , 而 直线 BC 和 C4' 构成 人 0; 见 
第 一 册 第 43 页 , 第 证 章 $1 中 的 命题 3), 所 以 人 PCP' = 
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2 一 C . 由 此 立即 可 知 , 若 CC<90", 则 直线 PP' 与 三 角形 的 边 
BC 相交 , 而 若 人 C0 之 90", 则 PP "或 与 直线 BC 相交 在 点 C 或 
与 BC 相交 在 点 C 一 侧 的 BC 延长 线 上 的 一 点 . 

第 二 种 解法 . 仍 命 PXY 
是 内 接 于 入 4BC 的 任意 三 角 
形 ; 命 P 和 P"' 分 别 是 P 关 pr 二 = 
于 直线 BC 和 C4 的 对 称 点 
(图 144). 由 于 PX 二 PX， 
PY 二 P'Y, 所 以 人 PXY 的 4 
周 长 等 于 折线 P' XYP” 的 图 144 
长 度 . 因而 若 PP 与 人 A486C 的 了 商 边 4C 和 BC 交 于 点 M 和 
N, 则 人 PMN 即 为 所 求 的 三 角形 . 知 P'P” 不 与 线段 4C 和 BC 
相交 ,， 则 所 求 三 角形 退化 为 被 描 了 两 次 的 线段 PC. 用 类 似 于 
第 一 种 解法 中 的 方法 , 可 以 证 明 若 人 A4BC 的 CC<90", 则 第 一 
种 情形 成 立 ; 若 人 C0 之 90°, 则 第 三 种 情形 成 立 . 、 

我 们 看 到 , 第 二 种 解法 与 第 一 种 解法 本 质 上 没有 多 大 的 
差别 (参看 图 143 和 144). 

(b) 第 一 种 解法 . 我 们 将 假设 在 给 定 三 角形 中 , 顶点 在 C 
的 角 是 锐角 . 命 P 是 4B 边 上 任意 一 点 .用 (a) 的 第 一 种 解法 ， 
在 和信 4BC 中 作 一 个 内 接 三 角形 PMN, 使 它 的 周 长 , 即 线段 
PP' 的 长 度 为 最 小 ( 见 图 143), 现在 仅 剩 下 选取 点 P, 使 得 
PP“ 尽 可 能 地 小 . 回想 人 PCP' =2， 即 它 不 依赖 于 点 忆 
的 选取 , 所 以 如 果 边 CP 尽 可 能 地 小 ， 则 顶 角 为 2 人 LC 的 等 腰 
三 角形 PCP' 的 底 边 PP” 应 为 最 小 ， 这 时 我 们 必须 分 别 两 种 
情况 来 考虑 ， 

1” 信 4BC 中 顶点 为 4 和 8B 的 角 都 是 锐角 (因而 我 们 的 三 

186 


角形 是 锐角 三 角 
形 ). 在 这 种 情形 ， 
当 点 已 是 人 4BC 
的 高 CCP。 的 惟 足 
-Po 时 ,线段 PC 有 
最 短 长 度 ( 图 145). 
容易 证 明 : 由 这 样 
选取 的 P 得 到 的 

“人 PoMoN。 的 顶点 
P, / Me。 和 Ne 也 是 人 

图 145 4BCc 的 高 的 垂 足 ， 

事实 上 ,由 图 145 可 知 
/NoPoA= /CPA— /CPoN, 


， =90°— ZCPiNY 一 90 一 二 22 人， 


即 四 边 形 BCN oP。 内 接 于 圆 ， 因而 人 BNC = /CPB = 90°. 
用 同样 方法 可 证 4M。_| BC. 

上 面 所 作 的 计算 已 经 用 到 这 样 的 事实 ， 在 人 CPoP¢ 中 ， 
POP =2L0, LOPoPs = 人 CPP 一 一 CCP Ne 所 以 

2CPpy NM = 180。 一 2:C. 

给 定 人 NeoPo4 一 <C ,为 了 看 出 BOCNoP, 内 接 于 圆 , 我 们 
可 如 下 进行 :线段 CP, 分 LC 成 两 部 分 , 命 o 一 人 人 PoC No，, a 
= /BC P,. 过 P, 引 直线 ， 和 直线 交 
AN6。, 于 点 D. 于 是 人 DP6o4A = 一 a,( 见 图 146). 命 p= /CPoN,， 
于 是 有 a 十 os 十 6 二 90°. 命 0 是 Bc 的 中 点 . 由 于 人 CP0B = 
90°, 人 入 CP6B 的 外 接 圆 以 BC 为 直径 , 因而 0 是 这 个 圆 的 中 心 . 
于 是 0C = 0P。, 因为 它们 是 这 个 圆 的 半径 .因此 OPoc = 
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/OCPo= Qo， 

现在 考虑 人 CPoN。 的 
外 接 偶 5. 我 们 的 目标 是 
证 明 S 的 中 心 在 Oo 点 . 因 
为 了 PCN 一 DPovv， 
可 见 PoD 是 5 的 切线 .由 
Ql 二 az 十 8 二 90” 可 见 
PoO 与 S$ 过 Ps 的 半径 平 
行 .最 后 , 由 OP。 二 0C 是 
C 在 S 上 ,可见 0 必 是 5 
的 中 心 . 这 就 是 我 们 要 证 图 146 
的 . z 

上 面 的 计算 是 要 证 明 : 当 P 如 本 题解 答 中 那样 选取 时 ， 
M, 和 Nu, 必然 是 A4BC 高 的 垂 足 . 这 一 点 也 可 以 证 明 如 下 : 例 
如 , 设 WN。 不 是 8 向 40C 所 作 垂 线 的 垂 足 . 则 重复 对 P。 那样 的 
讨论 , 我 们 知道 , 若 选取 X 是 B 向 4C 所 作 垂 线 的 牌 足 , 然后 
如 (a) 的 解答 中 一 样 ,作出 其 余 两 个 顶点 ?了 和 好, 则 我 们 可 以 
得 到 一 个 周 长 更 短 的 内 接 三 角形 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 
已 经 知道 P 的 最 好 选取 是 P，( 即 从 C 向 48 所 作 垂 线 的 垂 
足 )， 

2* 例如, 若 4 是 直角 或 钝 角 , 则 当 P 与 顶点 4 重合 时 ， 
线段 CP 为 最 短 . 在 这 种 情形 下 , 所 求 三 角形 退化 为 被 描 了 两 
次 的 高 AM。、 

第 二 种 解法 . 我 们 也 可 以 用 (a) 的 第 二 种 解法 来 解 (0). 由 上 
于 人 和 作 MNP 的 周 长 ( 见 图 144) 等 于 P'P"*, 有 和 且 CP’=CP" 
CP,LP'CP' = 一 2 ,本题 归结 为 找 一 点 了, 使 得 CP 有 最 小 
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值 . 剩 下 部 分 的 作法 ,参看 第 一 种 解法 . 

76. 我 们 从 解 一 个 类 似 于 75 Ca) 的 问题 开始 , 即 假设 点 P 
给 定 在 四 边 形 48CD 的 边 4D 上 , 我们 试图 去 找 以 P 为 一 个 顶 
点 ,内 接 于 四 边 形 4BcD, 并 且 有 最 小 周 长 的 四 边 形 . 这 个 问题 
有 一 个 与 问题 75 (a) 的 第 一 种 解法 相 类 似 的 解法 . 将 四 边 形 
4BCD 作 关 于 边 48 的 反射 ， 然后 将 这 样 得 到 的 四 边 形 
4ABC"D 作 关 于 BC' 的 反射 , 最 后 把 得 到 的 四 边 形 4 BCD” 
作 关 于 边 0' Dp’ 的 反射 , 我 们 得 到 四 边 形 0' D4'B， [图 147 
(a)]: 假设 在 这 过 程 中 , 任意 一 个 内 接 四 边 形 PXYZ 依次 变 到 
位 置 P XY 2, PX'Y'Z” 和 PY%X" 2 四 边 形 PXYZ 的 周 
长 显然 等 于 折线 PXY' 2Z'P” 的 长 度 . 由 此 可 知 , 若 直线 PP” 与 
我 们 前 面 已 得 到 的 四 边 形 的 边 48, BC' ，0' D" 相交 , 则 交点 
决定 了 所 求 的 四 边 形 . 车 PP" 不 与 所 有 这 三 条 线段 相交 , 则 所 
求 四 边 形 将 是 退化 的 ( 即 或 者 是 一 个 三 角形 , 它 的 一 个 顶点 与 
四 边 形 45cD 的 顶点 之 一 重合 ; 或 者 是 四 边 形 465CD 的 一 条 被 
描 了 两 次 的 对 角 线 ). 

现在 回 到 原 问 题 的 解 . 我 们 必须 在 四 边 形 4BCD 的 边 4D 
上 找 一 点 P, 使 得 线段 PP* 有 最 短 长 度 , 这 里 P" 是 四 边 形 
4"B CD 的 边 4"D" 上 对 应 于 己 的 点 [参看 问题 75 (b) 的 
解 ]. 就 象 我 们 在 问题 75 (b) 的 解答 中 曾经 看 到 过 的 那样 , 若 
线段 4D 与 4'D' 不 平行 , 因而 没有 相同 的 方向 , 则 所 求 的 点 
是 从 线段 4D 和 4?*D" 的 旋转 中 心 向 直线 4D 所 作 垂 线 的 垂 足 
(如 果 这 垂 足 在 线段 4D 上 ); 或 者 所 求 的 点 是 线段 4D 的 最 靠 
近 这 垂 足 的 那个 端点 ( 若 这 垂 足 在 线段 4D 的 外 边 ). 若 线段 
4D 和 4"D"' 平行 , 并 且 有 相同 的 方向 , 则 从 边 4D 的 每 个 点 
到 它 在 线段 4"D" 的 对 应 点 P" 的 距离 是 相同 的 . 
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由 


”图 ， 147(a) 
仅 在 第 一 种 情形 ， 即 从 线段 
4 ”4D 和 4p” 的 旋转 中 心 0 向 直 
Mo si 人 线 如 所 作 重 线 的 垂 足 P 在 边 
~、 AD 上 ,并 且 直 线 PoP; (这 里 成 是 
X、 从 0 到 4'D" 的 重 线 的 重 足 ) 与 
， 。 三 条 线段 4B, BC' 和 C' D" 都 相 
图 147(b) 交 时 , 本 题 有 正常 意义 下 的 ( 唯 
一 ) 解 . 这 时 , 线段 PoP; 与 线段 4B, BC' ，0' D" 的 交点 确定 了 
所 求 的 四 边 形 P,QoRoS。[ 见 图 147 (a)). 而 且 容 易 看 出 
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了 PPoh = 一 PPID"[ 见 图 147(b)], 由 此 可 知 ,所 求 四 边 形 的 
边 PoQo,Po56 与 四 边 形 4BCD 的 边 4D 构成 等 角 . 进一步 , 由 于 
直线 PP 与 直线 4B, BC' ，C 0D "构成 的 对 顶 角 是 相等 的 , 可 
见 四 边 形 Po8oRoS6 的 边 Po80o,8oRo 与 四 边 形 4BCD 的 边 4B 构 
成 等 角 , 边 8oRo, RoS 与 边 BC 构成 等 角 ， 以 及 边 RoSo, SoP, 与 
边 CD 构成 等 角 山 . 其 次 ,用 图 147(a) 中 的 记号 ,我 们 有 
4 十 AC= (180。 一 1 一 一 2) 十 (180" 一 一 3 一 二 4 
一 360" 一 (1 十 一 2? 十 一 3 十 一 4)， 
LB+ LD= (180" 一 了 2 一 3) + (180 一 4 一 二 1) 
一 360" 一 (1 十 2 十 了 3 十 一 4)， 
LA+ LC0= /B+ LD= 180°. 

因此 , 仅 当 四 边 形 4BCD 可 内 接 于 圆 时 , 本 题 有 一 个 正常 意义 
下 的 解 . 

现在 设 四 边 形 4BCD 可 内 接 于 圆 ( 即 人 人 B 十 人 人 D 二 180°). 
命 p"4’B'C' 是 D4’B'0' 关于 直线 Dp"4' 的 反射 象 . 因为 
四 边 形 BC' D"4' 是 由 4BCD 经 过 绕 互 点 ,转角 为 2 一 B 的 旋 
转 得 到 的 [参看 问题 75 (a) 的 解 ], 而 D48"C” 是 由 
D4' BO' 经 过 绕 D" 点 ,转角 为 2 人 LD 的 旋转 得 到 的 , 又 2 人 B 
十 2 了 人 D==360*, 可 见 4 ”8B”"C'D" 是 由 480CD 经 过 平移 得 到 的 
( 见 第 一 册 第 一 章 $ 2). 所 以 , 若 4BCD 可 内 接 于 圆 ， 则 线段 
A"D' 平行 于 4D 并 且 与 4D 同 向 . 这 样 ，4D 上 任意 一 点 PC 和 
它 在 4”D" 的 对 应 点 P*” 间 的 距离 不 依赖 于 P 的 位 置 ,因而 我 


CL 这样 我 们 就 证 明了 : 若 PQRS 是 内 接 于 48BCD 并 有 极 小 周 长 的 四 边 形 , 则 
它 的 任意 两 个 相 邻 边 和 4BcD 中 与 它们 相交 的 边 构 成 等 角 . 这 个 命题 可 以 更 简 
单 地 证 明 . 事实 上 , 车 人 SPD 二 8P4, 则 我 们 可 以 改变 P 的 位 置 而 不 改变 顶点 
8,R,S 的 位 置 ,使 得 四 边 形 PQRS 的 周 长 变 得 更 小 [ 见 问 题 74(a) 的 解 ]， 
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们 的 间 题 有 无 穷 多 个 解 , 它们 对 应 于 所 有 那些 使 得 线段 PP” 
与 4B, BC' ，C D "都 相交 的 点 己 的 位 置 . 显然 ,所 有 这 些 内 接 
-于 四 边 形 48CD 上 且 有 极 小 周 长 的 四 边 形 的 边 彼 此 是 平行 的 
( 见 图 148). 

77. 车 Dp, B,F 是 人 4BC 的 高 的 垂 足 , 则 A4CD 一 人 BCB 
( 见 图 149). 所 以 CB/CD=CB/c4. 因此 ，A 人 4BC 一 人 DPC. 于 
是 ， CED 二 人 CB4. 命 MN 是 八 4BC 的 外 接 圆 在 点 C 处 的 切 


线 . 显 然 ， /MCA= /CBAC(= AC/2) .于 是 有 MCE 一 
ACBD, 即 8D// MN |oc,. 同 理 可 证 8F 04, DF | 08B, 这 证 明 
和信 DBF 就 是 所 要 求 的 三 角形 , (容易 看 出 , 没有 其 它 内 接 于 
和信 4BC 的 三 角形 是 本 题 的 解 , 因为 没有 其 它 内 接 于 人 4BC 的 
三 角形 , 它 的 边 是 与 ADBF 的 边 平行 的 . ) 

若 人 A4BC 是 锐角 三 角形 , 则 外 接 圆 心 落 在 A4Bc 的 内 部 
(图 149) ,所 以 有 
面积 (入 480) == 面积 (0DCB) 十 面积 COB4P) 十 面积 (OFBD). 


图 148 图 149 
”但 在 等 式 右边 的 三 个 四 边 形 中 , 每 一 个 的 对 角 线 都 是 相互 垂 
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直 的 ,所 以 它们 的 面积 都 等 于 它们 的 对 角 线 乘积 的 一 半 . 于 是 
和 
Cx) 面积 ( 八 4BC)= 30C . DB 十 方 04 . EF 十 亏 OB a FD 


一 RCDE 二 EF 二 FD), 


这 里 R 是 外 接 圆 半径. 
车 PF' D' Br' 是 任 一 内 接 于 和信 4BC 的 三 角形 , 则 
面积 (入 48C) = 面积 (0D' C8' ) 十 面积 (OB AF' ) 
十 面积 (OF' BD' ) 


2 


十 方 08 。« F' D' sinp, 


这 里 y, a, 8 分 别 是 四 边 形 Op CB ,08 4F ,OF BD 的 对 角 线 
的 夹 角 . 所 以 


面积 (人 4BC) 过去 RCD' E’ + EF 44F'D'). 


把 这 等 式 与 上 面 的 (x ) 加 以 比较 ,我 们 得 到 

四 十 再 十 下 二 太太 十 机 大 十 下 及. 
因此 ,在 内 接 于 给 定 的 锐角 三 角形 的 所 有 三 角形 中 ,有 最 小 周 
长 的 是 以 给 定 三 角形 的 高 的 垂 足 为 顶点 的 三 角形 . 

78. 我 们 先 找 一 点 ,使 它 到 顶点 4,B,C 的 距离 与 数 a,6,c 
成 比例 . 如 果 我 们 用 与 两 个 给 定点 距离 之 比 有 给 定 值 的 点 的 
轨迹 是 圆 这 个 事实 ( 见 第 42 页 的 注 ), 这 样 的 点 是 容易 作出 的 . 
此 外 , 可 以 证 明 , 一 般 说 来 有 两 个 这 样 的 点 , 一 个 在 给 定 三 角 
形 外 接 圆 的 外 面 , 一 个 在 它 的 里 面 . 所 以 这 两 点 之 一 必定 落 在 ， 
人 入 4BC 之 外 . 现在 我 们 必须 考虑 两 种 情形 


一 了 0Oc »* D' E' siny 十 元 04 *。 E'F'sine 
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1” 所 作出 的 点 之 一 - 
(我 们 用 0 表示 ) 在 人 45C 
之 内 (图 150). 在 三 角形 
ABC 中 作 一 内 接 三 角形 
D5F,， 使 它 的 边 分 别 垂 直 
于 线段 04, 08 和 OCT[ 见 
问题 9(b)]. 显然 ,我 们 有 -图 150 
面积 (入 480) 一 面积 CO0B4P) 十 面积 (ORBD) 十 面积 (0DCE). 
由 于 04_| EF,0B | FD, OC | DE 和 04==ak,0B==bWk,0C 二 ck (对 
某 个 数 妇 ,我 们 有 


(x) 面积 (人 48BC) = 广 04 。 BP 十 方 0B » FD 


二 0C .DE . 


一 二 to。 BP+Hb PDTe: DE). 
现 命 DE' F' 是 内 接 于 入 48C 的 任意 一 个 三 角形 ,并 且 命 
4a，B,，y 分 别 是 四 边 形 08 4F' ,CF' BD' ,OD'CBE' 的 对 角 线 的 来 
角 . 这 时 有 (参看 问题 77 的 解 ) 


面积 (人 4BC) 一 地 04 "EF sina 十 方 0B FD sinp 
i 1 1 FI 
十 了 0OC DEsiny 


Sb(a BEF.+ob*FD ce. DE'), 
所 以 

a EF to* FDiee DESSarBEF ib.*FD ie.DE, 
好 人 DEP 就 是 所 要 求 的 三 角形 . 
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2。 例 如 , 若 点 0 在 人 48BC 的 边 4B 上 , 则 所 求 三 角形 退化 
成 被 描 了 两 次 的 人 A4BC 的 48 边 上 的 高 ; 若 0O 在 A4BC 之 外 ， 
则 所 求 三 角形 退化 成 信 4BC 中 把 0 与 人 A4BC 分 隔 开 的 那 条 边 
上 的 高 ,并且 它 也 是 被 描 了 两 次 . 我们 把 这 些 证 明 留 给 读者 由. 

79. 所 求 的 点 M 不 能 在 八 4BC 之 外 , 否则 我 们 容易 找到 
一 点 M' ,使 得 

AM’' 十 有 HI 十 CN <4M 十 BHM 十 CH 
[图 151 (a)]. 现在 命 X 是 俯 48C 内 任意 一 点 [图 151 (b)]. 把 
A4CX 按 从 8B 到 C 的 方向 绕 4 旋转 一 个 60" 角 , 到 达 一 个 新 
的 位 置 4C'X. 由 于 4X=XX( 因 人 A4XX 是 等 边 三 角形 ) 和 
CX 二 CX, 我们 知道 从 点 X 到 三 角形 各 顶点 的 距离 之 和 等 
于 折线 BXX'C 的 长 度 . 现在 只 剩 下 选取 点 M, 使 得 折线 
BMM'C' 有 最 短 的 长 度 . : 


C 


(a) 、 (tb) 
图 151 
我 们 分 两 种 情形 考虑 ， 


Q@ 平面 上 每 条 直线 把 平面 分 成 两 个 半 平 面 , 在 不 同 半 平 面 上 的 后 称 为 被 
这 直线 彼此 分 隔 开 . 在 给 定 三 角形 之 外 的 点 与 三 角形 内 的 点 由 三 角形 的 至 少 一 
条 , 至 多 两 条 边 (无 限 延 长 ) 分 隔 开 . 可 以 证 明 , 在 我 们 的 情况 下 , 只 有 人 4BC 的 
一 条 边 把 点 0 与 人 45C 分 隔 开 . 
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1 线段 CB 与 八 48C 的 4 边 相 交 ; 当 BCC 所 
180" ,一 B4C < 过 180° 或 当 八 4BC 的 角 C 和 4 都 小 于 120* 时 出 
现 这 种 情况 (后 者 是 因为 

ZBCC’' = /BCA+ LACC' = BC4 十 60* 

和 : z : 

/BAC' = /BAC+ /LCAC0' = /BAC 60°). 
这 时 如 果 能 够 在 线段 0 8 上 找到 一 个 点 履 ,使 得 人 AMC' 
一 60°, 则 对 这 个 点 我 们 就 有 | : 

AM 寺 MC MB=C'B, 

因而 它 就 是 所 求 的 点 . 对 于 这 个 点 用 ,我 们 有 和 4MB= 人 CMB 
一 人 4MC 二 120°( 即 M 是 这 样 的 点 , 从 它 看 三 角形 各 条 边 的 
视角 都 相等 ). 显然 ,为 了 使 得 在 线段 C B 上 确实 有 这 样 的 点 
及, 必须 CCB4<120". 若 人 CBA 之 120°， 则 所 求 的 点 是 人 4BC 
的 顶点 B. 

2。 线 段 C 有 不 与 A4BC 的 4 边 相 交 ; 例如 ,点 C' 与 三 
角形 4BC 在 直线 BC 的 两 侧 (人 LC 之 120"). 在 这 种 情形 下 , 最 
短 折线 CX XB 是 折线 CCB, 所 求 的 点 就 是 人 4BC 的 顶点 C. 
同样 ,车 达 4 宇 120°, 所 求 的 点 就 是 人 4BC 的 顶点 4. 

80. (a) 车 D8F 是 人 46c 的 外 接 等 边 三 角形 , 并 县 AM， 
BM, CM 分 别 垂 直 于 人 人 DBP 的 各 条 边 , 则 显然 有 4MNB= 
AFMNHO 一 CHMH4 一 120*[ 图 152 (a)]. 由 此 可 见 1 是 以 人 4DC 
的 三 条 边 为 弦 , 所 含 圆 周 角 为 120* 的 三 个 圆 弧 的 交点 , 在 找 
到 了 M 之 后 ,我 们 就 不 难 作出 人 DBF. 若 八 4BC 的 角 都 不 超过 
120", 则 点 M 在 人 4BC 内 ;否则 ,例如 车 人 C0 二 120°, 则 MN 一 Ci 
车 LC 这 120°, 则 M 在 人 4BCc 之 外 . 现在 , 我 们 用 它 来 导出 问 
题 79 的 解 . 
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图 152 

考虑 第 一 种 情况 . 设 M' 是 人 A48c 的 任意 一 个 内 点 , 并 命 

M 4, MD MO 是 从 1 向 ADppP 各 边 所 作 的 垂 线 . 我 们 有 
面积 (ADBP) 一 面积 (ADBHM' ) 
十 面积 CABPM' ) 十 面积 (人 FDM' ); 
或 者 ,车 用 a 和 上 分 别 表示 等 边 三 角形 DEF 的 边 和 高 , 则 有 
记 ah 一方 . M4 十 去 。 MB!’ + 。 hf CI ， 
即 
MA' 二 MB'++M'C' =h. z 
但 是 MA 宇 M 4 ,MB 之 MB' ,MC 之 M'C' (因为 垂直 距离 
是 最 短 的 ), 所 以 有 : : 
MA++MB+M 人 Oh, 

并 且 等 式 仅 当 M' 与 M 重合 时 成 立 . 因此 ,MM 就 是 所 求 的 点 . 

阁 W=C, 则 C 是 所 求 的 点 . 最 后 , 若 C>120", 则 仍然 
有 顶点 C 到 三 角形 的 其 它 两 个 顶点 距离 之 和 小 于 任 一 其 它 
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的 扣 到 三 角形 各 顶点 距离 之 和 . 为 证 明 这 一 点 , 作 入 4BC 的 一 
外 接 等 腰 三 角形 DEF, 使 得 CA DE, CB BF [图 152 (b)). 设 
M’' 是 A4B5C 内 任意 一 点 . 命 4,，B',C' 是 从 M' 向 俯 DBF 各 边 
所 作 垂 线 的 牌 足 ,人 DEF' 是 相似 于 人 DBP 的 , 并 且 它 的 边 
D'p' 过 M'. 我们 有 
面积 (和信 DEF) 二 面积 (和信 CD8) 十 面积 (人 CEF). 

所 以 

CA+ CB=h, 
其 中 由 是 人 DB 的 腰 上 的 高 . 类 似 地 我 们 得 到 

M'A’ +M'B = , 
其 中 必 一 砚 是 人 六 EF' 的 腰 上 的 高 (x 是 相似 系数 ,< 之 1). 
用 石和 Hi 二 =k 及 分 别 表示 和信 DBF 和 APBF' 底 边 上 的 

高 . 由 于 人 B180° 一 AC<60°, 我 们 有 DF 二 D8,H>h. 所 以 

MA+MB+MC = + HH)=H- Hh) 

~H—EH—)S>AH- (Ho=h=04+0B. 
显然 ,我 们 有 . 
M'A' 十 MB 十 MO CM'A+M'B+M'C, 
因 而 
M'A+M'B+-+M'C>CA+CB, 
这 就 是 所 要 证 的 . 
(b) 阁 4M， BM, CM 分 别 与 人 A4BC 的 内 接 等 边 三 角形 
DEFR 的 各 边 垂 直 , 则 显然 有 
/AMB= LBMC= /CMA= 120° 

《 见 图 153). 所 以 ,为 解 本 题 ,我 们 必须 找 一 点 媒 , 使 得 从 它 看 
三 角形 4BC 的 各 个 边 都 有 120" 的 视角 . 然后 在 人 A48BC 中 作 内 
接 三 角形 DEF, 使 得 它 的 边 分 别 垂直 于 4M, BM, CM[ 见 问题 
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9《〈b)]. 行 人 46C 的 各 个 角 都 小 于 120°， 俯 DEF 的 顶点 将 落 在 
全 48C 的 各 边 上 而 不 在 它们 的 延长 线 上 . 假定 是 这 种 情形 ， 则 
有 
面积 (人 和信 4B8C) 二 面积 (MDCBE) 十 面积 (MEAF) 
十 面积 (MFBD) 


一 可 DB 。 MC 十 二 BF 。 MA4 十 广 11 -MB 


一 DE(M4 + MB + MOC). 


现在 假设 M' 是 A48C 内 任意 一 点 ; 并 命 a, p, y 分 别 是 直线 
M 4,M B,M'C 与 人 DBEF 中 相应 的 边 的 交角 . 则 有 
面积 (A48C) 

二 面积 (CM' DCB) 十 面积 (M' BAF) 十 面积 CM' FBD) 


一 六 DB 。 M Csiny + 6 。 M Asina 十 翅 7D * M Bsinp 


1 上 上 r 
HDE(M A+M Bi M0). 


由 此 我 们 有 
MA+ MB+MCEMA+MB+ MC, 
~ 这 正 是 我 们 要 证 的 
(参看 问题 77 的 解 ). 
八 81. (a) 第 一 种 
p \ 解法 . 把 Ac4M 绕 点 


4 旋转 60" 到 4BM' 


NI7 的 位 置 [图 154(a)J. 


F 8 于 是 有 MM’' = AM' 
图 153 一 AM, CM= BM’' .但 
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是 BM 过 BM' 十 MM' ,所 以 有 
BM 过 AM+OCOM. 


而 且 仅 当 M' 在 线段 BM 土 时 有 BM=BM' 十 MM'. 因为- 
AMM' 一 60*, 我 们 有 4MB 二 60*. 这 意味 着 M 落 在 人 4BC 
的 外 接 圆 的 弧 4C 上 [C 见 图 154(b)]. 

第 二 种 解法 .过 点 M 引 直 线 HP，HMH8@，HR 分 别 平行 于 
A 人 48BcC 的 边 4C，4B，BC [图 155 (a)j. 容易 看 出 ,四边形 
MQAR, MPBR, MPCQ 是 等 奈 梯 形 , 因 而 M4 二 8@R, MB 二 PR, MC 
二 PQ. 于 是 线段 M4, MB, MC 与 人 PQR 的 各 边 有 相同 的 长 度 ， 
所 以 有 M4 十 MC 之 MB. 仅 当 MB 十 OP 一 PE, 即 8 在 线段 PR 上 
时 , 等 式 M4 十 MC 二 MB 成立 [图 155 (b)). 这 时 用 RMA== 
RIA, APMC = /AAPQC，/AROA= 二 /APQC,， 妈 有 /RMA 一 
CMP, 人 AMC 二 RMP==120*, 所 以 M 在 和信 4BC 外 接 圆 的 约 
4C 上 . z 

第 三 种 解法 . 从 M 向 A46c 的 各 边 作 垂 线 MA, ，MB, ， 
.MC, [图 156 (a)j. 以 AM 为 直径 的 圆 是 四 边 形 4C.MB, 的 外 
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155 
接 圆 . 因为 人 Bi4C=60*， 可 见 BC 是 内 接 于 这 圆 的 某 个 等 
边 三 角形 的 边 . 所 以 BiC,= (M3 /2)M4. 类似 地 有 4,B, 一 
(M3/2)MC,AC. 二 (MV 3/2)MB .但 是 在 人 4B,c, 中 我 们 
有 


40 女 4B 十 BC ， 
由 此 即 得 
MB< 二 MA4 十 Mc. 

此 外 , 车 点 41,B1,C 在 一 条 直线 上 , 且 下 在 4 和 6CG, 之 
间 [图 156 (b)]， 则 有 MB= MA 十 MC. 我 们 断言 这 时 M 在 
个 4BC 外 接 圆 的 驱 4C 上 .事实 上 ，~CMW4=CB4， 
4WMC=4BC， 但 是 ,由 于 在 这 种 情况 下 ，c,B,4= 
了 4BIC ， 于 是 我 们 有 CMA= AAMC, 因而 人 AMC = 
人 CM 4! 一 120° ,这 就 证 明了 我 们 的 断言 . z 
我 们 注意 , 一 般 说 来 , 从 任意 一 点 M 向 任意 一 个 三 角形 
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图 156 . 
的 边 所 作 垂 线 的 王 足 共 线 , 当 且 仅 当 1 在 这 三 角形 的 外 接 圆 
土 ( 见 间 题 61)， 
第 四 种 解法 . 应 用 托 勒 密 定 理 吕 于 四 边 形 M4BC. 我 们 得 


到 
MB*» AC 之 MA. CB+ MC， AB, 
并 上 且 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 四 边 形 M4BC 可 以 内 接 于 圆 . 但 是 
AC 一 CB 一 48, 因而 
MB<MA+ MC. 

这 就 是 所 要 证 明 的 . 

(b) 在 给 定 三 角形 480 的 边 BC 上 向 外 作 等 边 三 角形 
BC4' (图 157). 命 X 是 平面 上 任意 一 点 . 在 人 X44 中 ,我 们 有 


中 这 个 定理 说 ,对 于 顶点 依次 为 4,8,C,D 的 任意 四 边 形 , 两 对 对 边 腾 积 之 
和 大 于 或 等 于 对 角 线 的 乘积 , 即 
AC » HBD< 扫 4B8。CD 十 4D 。5C， 
并 且 等 式 成 立 , 当 且 仅 当中 边 形 可 以 内 接 于 圆 . 
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AA' 妇 X4 十 X4'， 
并 且 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 
区 在 线段 44 上 . 进一步 ， 
由 (a) 有 

XA' 过 XB XO, 

等 式 仅 当 X 在 和 A4 BC 的 
外 接 圆 的 红 CmB 上 时 成 
UL。 | 


由 上 面 这 些 关 系 式 ， 


我 们 有 
AA' 委 X4 十 和 XDP 十 和 XC. 
若 1 是 44 与 A4 BC 外 接 圆 的 交点 , 则 
AA' =MA+MB-- MC, 
即 有 
MA 二 MB MC 了 A 二 XB 二 XC. 
因而 MM 满足 问题 79 中 的 条 件 . 通过 简单 的 计算 , 容易 证 明 若 
人 和信 4BC 有 一 个 角 等 于 120", 则 线段 44 和 弛 CmB 交 于 这 个 角 
的 顶点 ;而 若 三 角形 有 一 个 角 大 于 120", 则 线段 44 和 红 CmB 
不 相交 . 在 后 一 种 情形 ,可 以 证 明 钝 角 的 顶点 仍然 是 这 个 极 小 
问题 的 解 . : / / 
82. 首先 注意 , 所 求 的 点 M 必定 在 人 48C 之 外 并 且 在 
了 4C8 之 内 .事实 上 ,假设 M 是 信 4BC 的 一 个 内 点 , M' 是 直线 
CM 与 边 4B8 的 交点 [图 158 (a)j. 则 有 AM! 二 BM’ AM-BM 
各 CM' >CM ,所 以 有 
AM’' J- BM — OM’ AM-BM— CM. 
其 次 ,假设 M 不 在 一 4c5 内 , 则 M 有 几 种 可 能 :首先 假设 凡 
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在 角 4CB 的 对 顶 角 内 , 命 M' 是 M 关于 直线 1 的 对 称 点 (这 里 
1 经 过 点 C 且 平 行 于 .48 [图 158 (b)]), 则 M'C= MC 并 且 
M A 二 MA,MB< 二 MB CC 用 图 158(b) 中 的 记号 ,后 面 两 个 不 等 
式 可 以 由 M'P 二 MP 得 出 ], 因 而 有 
AM' + BM' — 0M’ <4M 十 BM 一 CM， 
其 次 , 假设 M 属于 一 c45 (但 不 在 直线 4B 上 ! ) 并 且 不 在 
人 4BC 内 ， 命 M' 是 M 关于 直线 4B 的 对 称 点 [图 158 Ce)j. 则 
有 AM’' =AM, BM' =BM 和 CM’ >OM [用 图 158 (ce) 中 的 记 
号 ,后 面 的 不 等 式 可 以 由 M'8 > MQ 推 得 ], 所 以 有 
AM’' 十 BM' — CM’' <4HM 十 BH 一 CA. 
类 似 地 , 假如 M 属于 一 CB4 但 不 属于 人 4Bc, 也 导致 矛盾 . 最 
后 , 假设 M 落 在 一 48BCc 的 对 顶 角 内 (或 在 直线 48 上 ). 则 有 
Mec 一 MB 一 PC 和 MA 省 Bh (后面 的 不 等 式 可 以 由 一 MB4> 
ppB4>90*[ 图 158(d)] 推 得 ), 因 而 . 
MA+MB— MC= MA— (MC — MB) 
>>B4—BC=BA+BB— BC. 

同 理 可 证 M 不 能 落 在 人 B40C 的 对 顶 角 内 . 这 样 一 来 ，M 不 落 
在 一 4C8 内 的 假设 总 会 导致 子 盾 . | 

现在 假设 X 是 在 过 4CB 内 ,但 不 属于 人 4BC 的 任意 一 扩 . 
将 和信 4CX 按照 从 C 到 互 的 方 癌 绕 4 旋转 60 角 到 达 4C XX! 
的 位 置 [图 159 (a)j. 由 于 4X 一 XX' (因为 人 A4XX' 是 等 边 的 ) 
和 CX 二 0 X', 可见 4AX 十 BX 一 CX 等 于 X'X 十 BX 一 C0'X'. 这 
样 , 我们 必须 选取 点 X, 使 得 量 BX 十 及 X' 一 CX' 尺 可 能 地 
小 .但 是 因为 显然 有 

CB BX-XX' 0X’', 
所 以 我 们 总 有 
204 


~ 
RR 
A 8 
M 
Cd) 
”图 158- 本 
五 大 + XX — COC'X! 宕 一 0 B.. 
因此 ,如 果 我 们 能 找到 一 点 开 , 使 得 
CB+-+-BM-MM’ =0M’, (x) 


即 BM++MM'—C'M'=—0'B; 
则 W 就 是 所 求 的 点 , 这 里 M' 是 用 从 和 得 到 成 那样 的 方法 
由 MM 得 到 的 点 . 

现在 必须 考 虚 两 种 情形 . 

1 ”4=a 守 60°, 即 4C=BC>>4B, 所 以 人 4BC 不 是 等 边 
的 . 这 时 C' 不 与 B 重合 ,只 要 点 MM 和 M' 都 在 直线 CB 上 , 则 
等 式 (* ) 成 立 [ 图 159(a)). 由 于 人 A 人 48BC 的 人 C 等 于 180° 一 20， 
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B,C 


、 图 159 
可 见 人 BCo- 的 了 BC0' 等 于 60° 一 (180° 一 20) 二 2a 一 120°. 所 以 
ZeCB= /CBO =150 a 
因而 人 C84== LC BC 十 a 二 150°. 于 是 , 如 果 我 们 选取 MY， 
使 CC BM 二 180°, 则 用 4BM 一 30°. 此 外 , 若 选 取 好 ， 使 
人 BMM' 一 BMA 二 60°= 二 180°, 则 了 BMA4=120°. 由 此 即 知 有 
唯一 的 点 虽 , 使 得 MM 和 M' 都 在 直线 CBE 上, 并且 
AM+BM~—~CM=BM-MM'—0CM=—C'B. 
这 里 点 履 由 条 件 一 MB4 王 一 M4BF=30" 来 刻 划 [图 160Ca)]. 
2” A4 二 60*, 即 八 4BC 是 等 边 三 角形 . 这 时 C0 ==B [图 
159 (b)]. 如 果 折 线 BMM' 实际 上 是 一 直线 段 , 我 们 仍然 有 
BM-+MM' 一 CM’' = 二 一 0'B(=0), 并 且 了 BMA==120* (因为 
本 4MM' 二 60°). 所 有 这 样 的 点 M [ 见 图 160 (b)) 都 在 人 A4BC 
的 外 接 圆 的 弧 48B 上 ; 每 个 这 样 的 点 部 满 足 本 题 的 要 求 [参阅 
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(b) Cc) 


问题 81 (a)). 

注 当 A4C=BC<4B 有 A4=a=60° 时 ， 上 面 所 给 的 解法 
不 成 立 . 在 这 种 情形 可 以 证 明 : 当 点 M 与 人 A4BC 的 顶点 4 或 
B 重合 时 , 式 子 4M 十 BM 一 CM 达到 极 小 [图 160(c)]. 

当 信 4BC 是 任意 给 定 的 三 角形 时 , 我 们 也 可 以 提出 找 点 
M ,使 式 子 M4 十 MB 一 MC 尽 可 能 地 小 的 问题 . 如 果 在 这 时 等 
式 《x*) 也 对 某 个 在 和 4CB 中 , 而 不 在 A4BC 内 的 点 性 成立， 

则 不 难看 出 : 若 M 又 满足 
/AAMC= /BMC = 60°, 
因而 和 4MB 一 120* , 则 对 这 个 点 M 
MA 二 MBC— MC (= 一 已 Bp) 

将 取 最 小 值 (这 里 点 0' 是 由 C 经 过 按 4C 到 4B 的 方向 绕 点 4 
旋转 60" 角 而 得 到 , 这 个 旋转 把 点 M 变 到 出 现在 等 式 (* ) 中 
的 点 M'). 但 是 要 对 等 式 (* ) 成 立 的 条 件 作 完全 的 描述 ,一 般 
是 十 分 困难 的 . 

83. 首先 考虑 三 个 数 a,5,c 中 两 个 较 小 的 数 之 和 不 超过 
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第 三 个 数 的 情形 ,例如 ,假设 as 之 2 十 c. 对 任意 一 点 X, 我 们 有 
ae。X4 十 j，XDB 二 cc。XO (十 c)X4 十 。XB 十 c。XC 
一 b(XA 二 XB) 十 c(XA 二 X00) 守 5，。，AB 十 c， AC 
(因为 了 式 4 十 XB 全 4B, XA4 十 XC 守 AC), 因此 当 点 六 与 所 4 重合 

时 cac。X4 十 5。XD5 十 c。XC 取 最 小 值 . 

于 是 , 仅 剩 下 考虑 存在 边 长 等 于 a,5,¢ 的 三 角形 的 情形 
在 考虑 这 种 情形 时 , 可 以 分 别 遵 循 与 问题 79, 80 (a), 81 (b)， 
81 的 解法 相 类 似 的 下 面 四 条 途径 . 

第 一 种 解法 . 设 AoBoC。 是 边 长 等 于 Gy b,c 的 三 角形 ， 命 0 
二 4/b,y 二 c/b. 设 X 是 平面 上 任意 一 点 .以 4 为 中 心 ,y 为 相似 
系数 , 转角 等 于 八 46BoC6 的 4 的 螺旋 相似 (旋转 方向 是 从 
B 到 C 的 方 回 ) 把 人 4XC 变 到 八 4X'C' (图 161). 由 假设 

AX' /AX = y= AoBo/ 4 XAX' = /BAC,, 
可 知 A4XX 和 和信 4oBoc。 相似 . 从 它们 的 相似 性 , 我 们 有 
XX' /AX=a/b 二 a, 即 XX! 二 aAX. 又 由 作法 有 CX' = yOCX. 
于 是 于 z 
C XI 十 XX++XB=y。CX+a. AX++ BX 


_ce，CX 十 4。 AX 十 b。 BX 
一 全 


所 以 , 当 折 线 BXX'0 有 最 短 长 度 时 ,a。 AX 十 5。BX 十 c。CX 
有 最 小 值 . 下 面 是 两 种 可 能 的 情形 . 

1” 直线 BC' 与 给 定 三 角形 的 边 4C 交 于 某 点 D. 这 时 联 
结 B 和 Cc', 并且 与 线段 40 相交 的 最 短 折线 是 线段 Bc' . 用 
本 AXX' 等 于 三 角形 4oBoC6 的 人 0 这 一 事实 ,容易 找到 点 MM. 
为 此 , 我 们 以 线段 4D 为 弦 作 骤 , 使 得 它 所 含 的 圆周 角 等 于 
人 和信 4oBoCo 的 Cs, 并 且 使 所 作 的 弧 与 点 B 落 在 直线 4C 的 同 
一 侧 . 如 果 这 弧 与 线段 BC' 相交 , 则 交点 即 为 所 求 的 点 M; 如 
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果 这 弧 不 与 线段 BC' 
相交 ， 则 所 求 的 点 M 
与 也 重合 . 

2 若 直 线 BC' 
不 与 A48BC 的 边 4C 
相交 , 则 与 边 4C 相 


交 的 最 短 折线 BXX 
C0' 是 折线 BCC' ,或 是 
161 折线 B4C' .显然 , 在 
前 一 种 情形 有 M=C, 而 在 后 : 
一 种 情形 有 M 二 4. ~ z 


第 二 种 解法 . 若 在 人 DBF 
中 有 EF: FD: DE 二 a:b:c. 
则 从 任意 一 点 到 人 入 DEF 各 
边 的 距离 分 别 乘 上 ga,D, c 之 后 
相 加 ,所 得 的 和 是 一 个 常数 . 事 
实 上 ,从 图 162 我 们 有 图 162 

面积 (和信 DEF) == 面积 ( 八 MEF) 十 面积 (人 AMPFD) 
十 面积 (人 AMD8B)， 

或 者 若 EF 二 ak, FD 二 bk,DE 二 ck, 则 有 

面积 (人 DBF) 二 让 MA ka + 记 MB。 tp + 广 MC .kc, 
于 是 

a MA+b. MB-Hce. MC 一 2 加 积 (DBF) _ 常数. 
这 里 4,8,C 是 从 1 向 人 ADBP 各 边 所 作 垂 线 的 垂 足 . 

现在 作 人 入 4BC 的 外 接 三 角形 DBEF ,使 它 的 边 长 之 比 为 a: 
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b :ce, 并 且 使 得 过 4, B,C 所 作 的 人 DBP 各 边 的 垂 线 交 于 一 公 
共 点 M ( 它 的 作法 类 似 于 问题 80 (a) 中 的 作法 ). 大 MM 在 
”和信 4BC 内 , 则 M 是 我 们 的 极 小 问题 的 解 , 这 个 结论 可 以 用 问 
题 80(a) 的 解答 中 同样 的 方法 证 明 . 若 M 在 信 4BC 之 外 , 则 本 
题 的 解 是 这 三 角形 的 顶点 之 一 . 

第 三 种 解法 . 在 给 定 三 角形 4BC 中 , 作 内 接 三 角形 DER， 
使 得 它 的 边 成 比例 a: 5 :<c, 并 且 具 有 性 质 : 从 入 4BC 的 顶点 
向 人 DEF 的 边 所 作 的 垂 线 交 于 一 公共 点 M [ 它 的 作法 类 似 于 
问题 80(b) 中 的 作法 ]， 

当 人 DBP 在 通常 意义 下 内 接 于 和信 4BC 时 ( 即 它 的 所 有 项 
点 都 在 人 A4BC 的 边 上 , 而 不 是 在 它们 的 延长 线 上 ), 那么 正如 
问题 80 (b) 的 解答 中 一 栏 , 可 以 证 明 M 就 是 所 求 的 点 . 否则 
本 题 的 解 由 人 4BC 的 顶点 之 一 给 出 . 

第 四 种 解法 . 我 们 用 下 面 的 命题 [ 它 推广 了 81 (a) 的 结 
果 ]; 若 在 和信 4BC 中 有 BC : C4 : 4B 一 a : 5b: c, 则 对 平面 上 任 
意 一 点 M 有 

be MB<a.* MA+c* MCO, 
并 且 当 MM 在 入 4BC 的 外 接 圆 的 相应 的 弧 上 时 等 式 成 立 . 这 命 
题 的 证 明 [ 它 可 以 用 类 似 于 问题 81 (a) 的 解答 中 的 几 种 方法 
来 完成 ] 留 给 读者 . 

现在 在 给 定 三 角形 的 边 BC 上 作 三 角形 BC4' ,使 得 BC : 
c4 : 4 B 二 a :5:c, 作 这 个 三 角形 的 外 接 圆 . 若 X 是 平面 上 
任意 一 点 , 则 从 人 和信 X44' 可 知 

”44 和 X4 十 和 4 ， 
并 有 等 式 人 对 纺 44' 上 的 点 成 立 . 此 外 ,又 有 
XA’ 三 b。 Bdec*， XO, 
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并 且 仅 对 弧 Bmc 上 的 点 等 式 成 立 . 
用 “ 乘 上 面 第 一 个 关系 式 再 把 它 加 到 第 二 个 关系 式 , 我 
们 得 到 
a* AA’' a* XA * XB+e +: XU, 
并 且 仅 当 W 是 弧 BmC 与 线段 44 的 交点 时 等 式 成 立 , 即 
an。44' 一 aa。M4 二 bb。，。1Pp 十 c，HMC. 
于 是 
ae MA+b*-* MBTcec* MOSa* XA * XB+e*» XO, 
这 说 明 W 是 本 题 的 解 . 
若 弧 BmC 不 与 线段 44' 相交 , 则 可 以 证 明 本 题 的 解 由 
人 4BC 的 顶点 之 一 给 出 . 
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